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VII ÒÀÐÀÓ
Ñûçû©òû© êå­iñòiêòåãi ñûçû©òû©
îïåðàòîðëàð

Á´ë òàðàóäà ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð äåï àòàëàòûí ñûçû©òû©
êå­iñòiêòåðäi­ áåéíåëåóëåði çåðòòåëåäi. Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð ìåí
ìàòðèöàëàðäû­ àðàñûíäà, áið æà¡ûíàí ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð òåî-
ðèÿñûíû­ ê°ìåãiìåí ìàòðèöàëàðäû­ ©àñèåòòåðií çåðòòåóãå, åêiíøi
æà¡ûíàí ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð¡à æàñàëàòûí àìàëäàðäû ìàòðèöà-
ëû© ò³ðãå êåëòiðiï æ³ðãiçóãå ì³ìêiíäiãií áåðåòií, åêi æà©òû áàé-
ëàíûñ àíû©òàëàäû.

�82. Ñûçû©òû© îïåðàòîð ´¡ûìû
�àíäàé äà áið áåðiëåãåí X æºíå Y æèûíäàðû àðàñûíäà¡û áið

ìºíäi ñºéêåñòiêòåð ³øií íåøå ò³ðëi àòàóëàð ïàéäàëàíûëàäû. Îëàð-
äû­ àðàñûíäà "áåéíåëåó" àòàóû æèi êåçäåñåòiíäåðäi­ áiði. Áåéíå-
ëåóëåðäi­ êåéáið ìà­ûçäû äåðáåñ ò³ðëåðií àæûðàòó ìà©ñàòûìåí
áàñ©à äà àòàóëàð ©îëäàíûëàäû. Ìûñàëû, "ôóíêöèÿ" äåãåí àòàó,
ºäåòòå, X ïåí Y ñàíäàð æèûíû, àë "ò³ðëåíäiðó" X ïåí Y êåç êåë-
ãåí áiðà© áiðäåé æèûíäàðû áîë¡àíäà ïàéäàëàíûëàäû. Ñîíäàé-à©,
X ïåí Y åêói äå ©àíäàé äà áið îðòà© P °ðiñi áîéûíøà ñûçû©òû©
êå­iñòiê áîë¡àíäà, "áåéíåëåó" òåðìèííi­ îðíûíà "îïåðàòîð" òåð-
ìèíií æèi êåçäåñòiðóãå áîëàäû. Àë îïåðàòîðëàð àðàñûíäà ñûçû©-
òû© îïåðàòîðëàð òåðå­ çåðòòåëãåí æºíå å­ ê°ï ©îëäàíûëàäû.
82.1-àíû©òàìà: X æºíå Y ©àíäàé äà áið P °ðiñi áîéûíøà åêi ñû-
çû©òû© êå­iñòiê áîëñûí. Êåç êåëãåí α, β ∈ P êîýôôèöèåíòòåði æºíå
êåç êåëãåí a, b ∈ X âåêòîðëàðû ³øií

A(αa + βb) = αAa + βAb (82.1)
òå­äiãi îðûíäàëñà, îíäà A : X 7→ Y áåéíåëåói ñûçû©òû© îïåðàòîð
äåï àòàëàäû. Àë (82.1)-òå­äiêòåãi A îïåðàòîðûíû­ ©àñèåòií ñûçû-
©òû© ©àñèåò äåï àòàéìûç.

A : X 7→ Y ñûçû©òû© îïåðàòîðû ³øií X ñûçû©òû© êå­iñòiãií
áåéíåëåíåòií êå­iñòiê, àë x ∈ X âåêòîðûíû­ Y êå­iñòiãiíäåãi Ax
ìºíií x âåêòîðûíû­ áåéíåñi äåï àòàéìûç.
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ÀÅãåð X æºíå Y êå­iñòiêòåði áiðäåé áîëñà, "ñûçû©òû© îïåðàòîð"
àòàóûíû­ îðíûíà X êå­iñòiãiííi­ "ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðói" äåãåí
àòàó æèi ©îëäàíûëàäû. Åãåð P ñàíäàð °ðiñi, àë Y = P áîëñà, îíäà
"ñûçû©òû© îïåðàòîð" òåðìèííi­ îðíûíà "ñûçû©òû© ôóíêöèîíàë"
òåðìèíi ©îëäàíûëàäû.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû áåëãiëåó ³øií áiç ëàòûí àëôàâèòû-
íû­ æàçáà áàñ ºðiïòåðií ïàéäàëàíàìûç.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ àíû©òàìàñûíäà¡û (82.1)-òå­äiê:

A(a + b) = Aa +Ab, (82.2)

æºíå
A(αa) = αAa. (82.3)

åêi òå­äiêêå ïàðà-ïàð. (82.2)-òå­äiê A îïåðàòîðûíû­ àääèòèâòiê
©àñèåòi, àë á´ë ©àñèåòi áàð îïåðàòîð àääèòèâ îïåðàòîð äåï àòà-
ëàäû. Ñîíäàé-à©, (82.3)-òå­äiê áiðòåêòiëiê ©àñèåòi, àë á´ë ©àñèåòi
áàð îïåðàòîð áiðòåêòi îïåðàòîð äåï àòàëàäû. Ñîíûìåí, áàñ©àøà
àéò©àíäà, ñûçû©òû© îïåðàòîð äåãåíiìiç ºði àääèòèâ ºði áiðòåêòi îïå-
ðàòîð áîëûï òàáûëàäû.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ ©àðàïàéûì ©àñèåòòåði

(82.1)-ôîðìóëàäàí
A(θX) = θY (82.4)

òå­äiãi æºíå êåç êåëãåí α1, α2, . . . , αk ∈ P , a1, a2, . . . , ak ∈ X ³øií

A(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) =
= α1Aa1 + α2Aa2 + · · ·+ αkAak (82.5)

íåìåñå ©ûñ©àøà ò³ðäå

A( k∑

i=1

αiai

)
=

k∑

i=1

αiAai (82.6)

òå­äiãi îðûíäàëàòûíäû¡û î­àé øû¡àäû.
(82.4)-òå­äiêòåí ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ í°ëäiê âåêòîðäû­ áåé-

íåñi í°ëäiê âåêòîð áîëàòûíûí, àë (82.5)-òå­äiêòåí ñûçû©òû© îïåðà-
òîðäû­ ñûçû©òû© °ðíåêòåðäi ñà©òàéòûíûí ê°ðåìiç. Îñû åêi òå­äiê-
òåí: ñûçû©òû© îïåðàòîð ñûçû©òû© òºóåëäi âåêòîðëàð æ³éåñií
ñûçû©òû© òºóåëäi âåêòîðëàð æ³éåñiíå ê°øiðåäi äåãåí ñàëäàð øû-
¡àäû. ß¡íè, åãåð X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­ a1, a2, . . . , ak âåêòîðëàð
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Àæ³éåñi ñûçû©òû© òºóåëäi áîëñà, îíäà îëàðäû­ Aa1, Aa2, . . . , Aak

áåéíåëåði Y êå­iñòiãiíi­ ñûçû©òû© òºóåëäi âåêòîð æ³éåñií ©´ðàéäû.
Àë ñûçû©òû© òºóåëñiçäiêòi ñûçû©òû© îïåðàòîð ñà©òàìàó äà ì³ìêií.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ ìûñàëäàðû

Êåç êåëãåí ñûçû©òû© êå­iñòiêòi­ å­ ©àðàïàéûì ñûçû©òû© ò³ð-
ëåíäiðóëåðií ò°ìåíäåãi ìûñàëäàí ê°ðóãå áîëàäû.

82.1-ìûñàë. �ðáið x ∈ X ³øií (λE)x = λx òå­äiãiìåí àíû©òàë¡àí
λE : X 7→ X áåéíåëåói ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðó áîëàäû. Ì´íäà¡û
〈X, P 〉 ©àíäàé äà áið ñûçû©òû© êå­iñòiê, àë λ ∈ P êåç êåëãåí êî-
ýôôèöèåíò. Øûíûíäà,

(λE)(αa + βb) = λ(αa + βb) =
= α(λa) + β(λb) = α(λE)a + β(λE)b.

λE ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðói ñêàëÿð îïåðàòîð äåï àòàëàäû. Á´ë
ñêàëÿð îïåðàòîðäû­ ãåîìåòðèÿëû© ìà¡ûíàñû � ºð âåêòîðäû λ ðåò
ñîçó. λ = 1 áîë¡àíäà E òå­áå-òå­ îïåðàòîðûí, àë λ = 0 áîë¡àíäà
O í°ëäiê îïåðàòîðûí àëàìûç. Í°ëäiê îïåðàòîð ºðáið x âåêòîðûí θ
í°ëäiê âåêòîðûíà ê°øiðåäi.

Êåç êåëãåí x ∈ X âåêòîðûí Y ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­ θY í°ëäiê
âåêòîðûíà ê°øiðåòií, ÿ¡íè Ox = θY òå­äiãi îðûíäàëàòûí áåéíåëå-
óäi äå í°ëäiê îïåðàòîð äåï àòàéìûç.

Áiç îñû î©óëû©òà ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû áiðíåøå ðåò êåç-
äåñòiðäiê.

82.2-ìûñàë. Φϕ : Π 7→ Π áåéíåëåói Π æàçû©òû¡ûí ïîëþñ àéíà-
ëàñûíäà ϕ á´ðûøûíà á´ðó áîëñûí. Îíäà (82.2)-òå­äiê, åãåð a,b
ðàäèóñ-âåêòîðëàðûíà ©´ðûë¡àí ïàðàëëåëîãðàìíû­ äèàãîíàëûí ϕ
á´ðûøûíà á´ðñà©, îíäà a ìåí b âåêòîðëàðûíàí ϕ á´ðûøûíà á´ðó
àð©ûëû àëûí¡àí Φϕa, Φϕb ðàäèóñ-âåêòîðëàðûíà ©´ðûë¡àí ïàðàëëå-
ëîãðàìíû­ äèàãîíàëûí àëàòûíäû¡ûìûçäû áiëäiðåäi. (82.3)-òå­äiê
a ðàäèóñ-âåêòîðûí α ðåò ´çàðòûï, ϕ á´ðûøûíà á´ðñà©, îíäà á´ë
àëäûìåí a�íû ϕ á´ðûøûíà á´ðûï, ñî­ûíàí ïàéäà áîë¡àí âåêòîð-
äû α ðåò ´çàðò©àíìåí áiðäåé áîëàòûíûí áiëäiðåäi. Ñîíûìåí Φϕ

áåéíåëåói Π æàçû©òû¡ûíû­ ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðói áîëàäû.

82.3-ìûñàë. a ìåí b ©àíäàé äà áið áåðiëåíãåí áà¡ûòòàë¡àí êåñií-
äiëåð áîëñûí. Îíäà êåç êåëãåí x ∈ S áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiñi ³øií
Ax = (x, a) æºíå Bx = [x, b] åðåæåëåð áîéûíøà àíû©òàë¡àí A :

3



Ñ.
ÁÀ

ÄÀ
ÅÂ

, Ñ
Û
ÇÛ

�Ò
Û
�
ÀË

ÃÅ
ÁÐ

ÀS 7→ R ìåí B : S 7→ S áåéíåëåóëåði ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð áîëà-
äû. Á´ë ñêàëÿð æºíå âåêòîðëû© ê°áåéòiíäiëåðäi­ áiðiíøi àðãóìåíòi
áîéûíøà ñûçû©òû© ©àñèåòòåðiíåí øû¡àäû. A îïåðàòîðû ñûçû©òû©
ôóíêöèîíàëäû­ ìûñàëûí áåðåäi.

82.1-åñêåðòó. Àíàëèòèêàëû© ãåîìåòðèÿäà åêi ò³ðëi îáúåêò, àòàï
àéò©àíäà, í³êòåëåð ìåí âåêòîðëàð áiçãå å­ ê°ï ´øûðàñàäû. Á´-
ðó, ïàðàëëåëü ê°øiðó, ãîìîòåòèÿ, ñèììåòðèÿ, ïðîåêöèÿ ñèÿ©òû ãåî-
ìåòðèÿëû© ò³ðëåíäiðóëåð í³êòåëåðãå æàñàëàäû. �äåòòåãi êåëiñiì
áîéûíøà, í³êòåëåðäi­ îðíûíà îëàðäû­ ðàäèóñ-âåêòîðëàðû ©àðàñ-
òûðûëàäû. Îñû êåëiñiìäi áiç æî¡àðäà¡û 82.2-ìûñàëäà ©îëäàíäû©,
àë 82.3-ìûñàëäà ò³ðëåíäiðóëåð í³êòåëåðãå åìåñ, âåêòîðëàð¡à æà-
ñàë¡àí. Åñêåðòåòiíiìiç ìûíàó: ãåîìåòðèÿëû© ò³ðëåíäiðóëåðãå êåç-
äåñêåíäå, îëàð åêi ò³ðëi áîëóûí åñòå ñà©òàó êåðåê. Á´íû­ ©àæåòòi-
ãií ïàðàëëåëü òàñûìàëäàó ò³ðëåíäiðói àð©ûëû àé©ûíäàï áåðåéiê.

Ïàðàëëåëü òàñûìàëäàóäû í³êòåëåð ò³ðëåíäiðói äåï ©àðàñòû-
ðûï, îíû K1 àð©ûëû áåëãiëåéiê. Îíäà K1 ñûçû©òû© îïåðàòîð áîë-
ìàéòûíû àé©ûí. Øûíûíäà äà, êå­iñòiêòi­ ºðáið M í³êòåñi, àéòà-
ëû©, a âåêòîðûíà ïàðàëëåëü òàñûìàëäàíñûí. Îíäà á´ë ò³ðëåíäiðó
K1(OM) = OM + a òå­äiãiìåí àíû©òàëàäû. Ì´íäà¡û O í³êòåñi
êå­iñòiêòå áåëãiëåíãåí ©àíäàé äà áið ïîëþñ, àë OM áà¡ûòòàë¡àí
êåñiíäiñi M í³êòåñiíi­ ðàäèóñ-âåêòîðû. Åãåð a 6= θ áîëñà, îíäà
K1(2 ·OM) = 2 ·OM + a, àë 2 · K1(OM) = 2 ·OM + 2 · a. Äåìåê, K1

ò³ðëåíäiðói áiðòåêòi îïåðàòîð áîëà àëìàéäû.
Åíäi ïàðàëëåëü òàñûìàëäàóäû âåêòîðëàð ò³ðëåíäiðói äåï ©à-

ðàñòûðûï, îíû K2 àð©ûëû áåëãiëåéiê. Êåç êåëãåí AB áà¡ûòòàë¡àí
êåñiíäiñi ³øií

K2(AB) = K1(OB)−K1(OA) = OB −OA = AB.

Åíäåøå, K2 òå­áå-òå­ ñûçû©òû© îïåðàòîðû áîëûï øû©òû.

82.4-ìûñàë. Åãåð ϕ : X 7→ Y áèåêöèÿñû X ïåí Y ñûçû©òû© êå­iñ-
òiêòåðiíi­ èçîìîðôèçìi áîëñà, îíäà ϕ ñûçû©òû© îïåðàòîð áîëàòûíû
èçîìîðôèçì àíû©òàìàñûíàí áiðäåí ê°ðiíåäi.

82.5-ìûñàë. X Åâêëèä íå óíèòàð êå­iñòiê, àë L îíû­ ©àíäàé äà
áið iøêå­iñòiãi áîëñûí. Îíäà îðòîãîíàëü ïðîåêöèÿëàóäû­ ñûçû©òû©
©àñèåòi áîéûíøà, áàðëû© x ∈ X ³øií Px = prLx òå­äiãiìåí àíû©-
òàë¡àí P : X 7→ X áåéíåëåói ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðó áîëàäû.

82.6-ìûñàë. P ©àíäàé äà áið °ðiñ, àë A ∈ Mk×n(P ) êåç êåëãåí
ìàòðèöà áîëñûí. Îíäà êåç êåëãåí a ∈ Pn áà¡àíû ³øií îíû­ Aa
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Àáåéíåñi Aa = A · a åðåæåñiìåí àíû©òàë¡àí A : Pn 7→ P k áåéíåëåói
ñûçû©òû© îïåðàòîð áîëàäû. Á´ë ìàòðèöàëàðäû­ ê°áåéòó àìàëû-
íû­ ©àñèåòòåðiíåí î­àé øû¡àäû. Îñû ìûñàë¡à åðåêøå íàçàð àóäàðó
êåðåê. Ñåáåái îíû­ ©îëäàíóëàðû °òå ê°ï.

82.7-ìûñàë. A, B îïåðàòîðëàðûíà ©àòûñòû x áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäi-
ñiíi­ Ax æºíå Bx áåéíåëåði Ax = (x, x) æºíå Bx = [x, x] åðåæåëåði-
ìåí àíû©òàëñûí. ÎíäàA îïåðàòîðû ñûçû©òû© åìåñ, àë B ñûçû©òû©
îïåðàòîð áîëàäû. Ñåáåái, êåç êåëãåí x 6= θ ³øií A(2 · x) 6= 2 · Ax, àë
Bx = θ.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð ìàòåìàòèêàíû­ àëãåáðà ìåí ãåîìåòðè-
ÿäàí °çãå ñàëàëàðûíäà äà æèi êåçäåñåäi. Êåëåñi åêi ìûñàë ìàòåìà-
òèêàëû© òàëäàó ïºíiíåí àëûí¡àí.

82.8-ìûñàë. Êºäiìãi ôóíêöèÿëàðäû Df = f ′ äèôôåðåíöèàëäàó
åðåæåñiìåí àíû©òàë¡àí

D : C ′(−∞,+∞) 7→ C(−∞,+∞)

áåéíåëåói ñûçû©òû© îïåðàòîð áîëàäû. �äåòòå, àëãåáðàäà äèôôå-
ðåíöèàëäàó îïåðàòîðû C ′(−∞,+∞) íà©òû ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­ ê°ï-
ì³øåëåð iøêi êå­iñòiêòåðiíäå ¡àíà ©àðàñòûðûëàäû:

D : Rn[X] 7→ Rn[X] íåìåñå D : Rn[X] 7→ Rn−1[X].

82.9-ìûñàë. Êåç êåëãåí ³çiëiññiç f ôóíêöèÿñû ³øií

J f =
∫ b

a

f(x)dx

åðåæåñiìåí àíû©òàë¡àí èíòåãðàëäàó J : C[a,b] 7→ R îïåðàòîðû ñû-
çû©òû© ôóíêöèîíàë áîëàäû.

Áà©ûëàó ñ´ðà©òàðû

82.1-ñ´ðà©. Öåíòðëiê ñèììåòðèÿ êå­iñòiêòi­ ñûçû©òû© ò³ðëåíäi-
ðói áîëàòûíûí ê°ðñåòó êåðåê.
82.2-ñ´ðà©. Æàçû©òû©òû­ °ñüòiê ñèììåòðèÿñû îíû­ ñûçû©òû©
ò³ðëåíäiðói áîëà ìà?
82.3-ñ´ðà©. Èíâåðñèÿ æàçû©òû©òû­ ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðói áîëà
ìà?
82.4-ñ´ðà©. Ãîìîòåòèÿ êå­iñòiêòi­ ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðói áîëà ìà?
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À82.5-ñ´ðà©. Ñûçû©òû© òºóåëñiç âåêòîðëàð æ³éåñií ñûçû©òû© òºó-
åëäi æ³éåãå ê°øiðåòií ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ áiðíåøå ìûñàë-
äàðûí êåëòiðó êåðåê.
82.6-ñ´ðà©. Àääèòèâ åìåñ, áiðòåêòi îïåðàòîðäû­ ìûñàëûí òàï.
82.7-ñ´ðà©. Áiðòåêòi åìåñ, àääèòèâ îïåðàòîðäû­ ìûñàëûí òàï.

�83. Ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ ìàòðèöàëàðû
Ìàòðèöàëàð ìåí ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ àðàñûíäà¡û òû-

¡ûç áàéëàíûñòû© ò°ìåíäåãi òåîðåìàíû­ ñàëäàðû áîëàäû.
83.1-òåîðåìà: À©ûðëû °ëøåìäi ñûçû©òû© êå­iñòiêòi áåéíåëåé-
òií ñûçû©òû© îïåðàòîð áàçèñòiê âåêòîðëàðäû­ áåéíåëåðiìåí òî-
ëû© àíû©òàëàäû.

Äºëåëäåó. Àëäûìåí òåîðåìàíû­ ò´æûðûìûí äºëiðåê àíû©òàé-
û©. P °ðiñi áîéûíøà X ïåí Y ñûçû©òû© êå­iñòiêòåði áåðiëñií. Îñû
åêi ñûçû©òû© êå­iñòiêòi­ áiðiíøiñi, ÿ¡íè X êå­iñòiãi, à©ûðëû °ëøåì-
äi, àë e1, e2, . . . , en âåêòîðëàð æ³éåñi îíû­ áàçèñi áîëñûí. Y êå­iñòi-
ãiíäå ©àíäàé äà áið y1, y2, . . . , yn âåêòîðëàð æ³éåñií áåëãiëåéiê. Îí-
äà òåîðåìàíû­ ò´æûðûìûíû­ ò³ñiíiãi ìûíàó: Ae1 = y1, Ae2 = y2,
. . . , Aen = yn áîëàòûíäàé A : X 7→ Y ñûçû©òû© îïåðàòîðû áiðåãåé
òàáûëàäû.

A ñûçû©òû© îïåðàòîðûíû­ áàð áîëóû. Êåç êåëãåí a ∈ X âåêòî-
ðûí àëûï, îíû­ e1, e2, . . . , en áàçèñi áîéûíøà a = α1e1+α2e2+ · · ·+
αnen æiêòåóií òàóûï,Aa áåéíåñiíAa = α1y1+α2y2+· · ·+αnyn òå­äi-
ãiìåí àíû©òàéìûç. A áåéíåëåóiíi­ ñûçû©òû© îïåðàòîð áîëàòûíûí
ê°ðñåòåéiê. b = β1e1 + β2e2 + · · · + βnen âåêòîðû X êå­iñòiãiíi­ êåç
êåëãåí âåêòîðû, àë γ, δ ∈ P êåç êåëãåí êîýôôèöèåíòòåð áîëñûí.
Îíäà

γa + δb = (γα1 + δβ1)e1 +
+ (γα2 + δβ2)e2 + · · ·+ (γαn + δβn)en.

Îñûäàí

A(γa + δb) =
n∑

i=1

(γαi + δβi)yi =

= γ

n∑

i=1

αiyi + δ

n∑

i=1

βiyi = γAa + δAb.
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ÀÄåìåê, A áåéíåëåói ñûçû©òû© îïåðàòîð áîëàäû.
A îïåðàòîðûíû­ áiðåãåéëiãi. Be1 = y1, Be2 = y2, . . . , Ben =

yn òå­äiêòåði îðûíäàëàòûí B : X 7→ Y ©àíäàé äà áið ñûçû©òû©
îïåðàòîð áîëñûí. Îíäà êåç êåëãåí a ∈ X ³øií

Ba = B( n∑

i=1

αiei

)
=

n∑

i=1

αiBei =
n∑

i=1

αiyi = Aa.

Äåìåê, A ìåí B áåéíåëåóëåði òå­. Òåîðåìà äºëåëäåíäi.

83.2-àíû©òàìà: P °ðiñi áîéûíøà X æºíå Y à©ûðëû °ëøåìäi ñû-
çû©òû© êå­iñòiêòåðiíi­ ñºéêåñiíøå e1, e2, . . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk

áàçèñòåði áåðiëñií, àë A : X 7→ Y ñûçû©òû© îïåðàòîð áîëñûí.
Áà¡àíäàðû e1, e2, . . . , en áàçèñòiê âåêòîðëàðûíû­ Ae1,Ae2, . . . ,Aen

áåéíåëåðiíi­ q1, q2, . . . , qk áàçèñiíäåãi êîîðäèíàòàëàðäàí ©´ðàë¡àí
Aqe ìàòðèöàñûí A îïåðàòîðûíû­ e1, e2, . . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk

áàçèñòåð æ´áûíäà¡û ìàòðèöàñû äåï àòàéìûç.

83.1-òåîðåìà áîéûíøà, ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ ìàòðèöàñû áå-
ðiëãåí áàçèñòåð æ´áûíäà áiðåãåé àíû©òàëàäû. Îíû ©´ðàñòûðó ³øií
àëäûìåí e1, e2, . . . , en áàçèñ âåêòîðëàðûíû­ Ae1, Ae2,. . . , Aen áåé-
íåëåðií òàóûï àëûí, îëàðäû q1, q2, . . . , qk áàçèñi áîéûíøà æiêòåéìiç:

Ae1 = α11q1 + α21q2 + · · ·+ αk1qk,

Ae2 = α12q1 + α22q2 + · · ·+ αk2qk,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aen = α1nq1 + α2nq2 + · · ·+ αknqk.

Ñîäàí êåéií áiðiíøi æiêòåóäåãi êîýôôèöèåíòòåðäi Aqe ìàòðèöàñû-
íû­ áiðiíøi áà¡àíûíà îðíàëàñòûðàìûç. Êåëåñi äå, åêiíøi æiêòåóäå-
ãi êîýôôèöèåíòòåðäi åêiíøi áà¡àí¡à ©îÿìûç. Îñû æîëìåí æàë¡àñ-
òûðà îòûðûï, ñî­¡û æiêòåóäåãi êîýôôèöèåíòòåðäi Aqe ìàòðèöàñû-
íû­ ñî­¡û áà¡àíûíà îðíàëàñòûðàìûç. Îñûäàí øû©©àí

Aqe =




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αk1 αk2 . . . αkn




ìàòðèöàñû A îïåðàòîðûíû­ e1, e2, . . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk áàçèñ-
òåð æ´áûíäà¡û ìàòðèöàñû áîëàäû.
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À�ðèíå, Aqe ∈ Mk×n(P ). Ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ ìàòðèöàñûí
îïåðàòîðäû­ °çi áåëãiëåíãåí ºðiïïåí áåëãiëåéìiç äå, áiðà© îïåðà-
òîðëàðäû ëàòûí àëôàâèòûíû­ æàçáàøà, àë ìàòðèöàëàðäû áàñïà
áàñ ºðiïòåðiìåí áåëãiëåó åðåæåñií ©àäà¡àëàéìûç.

X ïåí Y ñûçû©òû© êå­iñòiêòåði áiðäåé áîë¡àíäà, ºäåòòå, e1, e2,
. . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk áàçèñòåði äå áiðäåé àëûíàäû. Á´ë æà¡-
äàéäà îïåðàòîðäû­ Aee ìàòðèöàñû øàðøû ìàòðèöà áîëàäû äà Ae

àð©ûëû áåëãiëåíåäi. �ëáåòòå, Ae ìàòðèöàñûíû­ ðåòi dim X °ëøåì-
äiëiãiíå òå­ áîëàäû. X æºíå Y êå­iñòiêòåðiíi­ ©àé áàçèñòåði ©àðàñ-
òûðûë¡àíäû¡û àíû© áîëñà, îíäà ìàòðèöàñûíû­ áåëãiëåóiíäå ò°-
ìåíãi èíäåêñòåðäi æàçáàóûìûç äà ì³ìêií.

83.1-ìûñàë. i, j âåêòîðëàð æ´áû Π áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåð æàçû©-
òû¡ûíû­ î­ áàçèñi áîëñûí. Îñû áàçèñòå 82.2-ìûñàëäà¡û Π æàçû©-
òû¡ûí ïîëþñ àéíàëàñûíäà ϕ á´ðûøûíà á´ðó Φϕ ò³ðëåíäiðóiíi­
ìàòðèöàñûí òàáàéû©. Π æàçû©òû¡ûíäà Φϕi æºíå Φϕj âåêòîðëàðûí
êåñêiíäåï, Φϕi = cos ϕ · i + sin ϕ · j æºíå Φϕj = − sin ϕ · i + cos ϕ · j
òå­äiêòåðiíå êåëåìiç. Îñûäàí Φϕ á´ðó ò³ðëåíäiðóiíi­ ìàòðèöàñûí
àëàìûç:

Φ =
(

cosϕ − sin ϕ
sin ϕ cosϕ

)
.

83.2-ìûñàë. i, j,k âåêòîðëàð ³øòiãi S áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåð êå-
­iñòiãiíi­ î­ áàçèñi, àë a êåç êåëãåí âåêòîðû áîëñûí. 82.3-ìûñàëäà¡û
Bx = [x, b] åðåæåñiìåí àíû©òàë¡àí ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóiíi­ i, j,k
áàçèñiíäåãi ìàòðèöàñûí òàáàéû©.

b âåêòîðûíû­ îñû áàçèñòåãi êîîðäèíàòàëàðû (α, β, γ)′ áîëñûí.
Îíäà

Bi = [i, αi + βj + γk] = α[i, i] + β[i, j] + γ[i,k] = 0 · i− γ · j + β · k.

Îñû¡àí ´©ñàñ, Bj = γ · i+0 · j−α ·k, Bk = −β · i+α · j+0 ·k. Äåìåê,

B îïåðàòîðûíû­ ìàòðèöàñû B =




0 γ −β
−γ 0 α

β −α 0


 áîëàäû.

83.3-ìûñàë. Åãåð A îïåðàòîðû 82.6-ìûñàëäà¡û ñûçû©òû© îïåðà-
òîð, àë e ìåí q ñºéêåñiíøå Pn ìåí P k ñûçû©òû© êå­iñòiêòåðiíi­ ©à-
ðàïàéûì áàçèñòåði áîëñà, îíäà Aqe = A áîëàòûíûí æàòòû¡ó ðåòiíäå
ê°ðñåòi­iç.
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ÀÑûçû©òû© îïåðàòîð ìºíäåðií åñåïòåó ôîðìóëàñû
83.3-ìûñàëäû­ ìà­ûçû °òå çîð. Áiðiíøiäåí, á´ë ìûñàë ìàòðè-

öàëàðäû àðèôìåòèêàëû© êå­iñòiêòåðäi­ ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðû
íåìåñå îëàðäû­ ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóëåði äåï ©àðàñòûðó¡à ì³ìêií-
äiê áåðåäi. Åêiíøiäåí, îñû äåðáåñ æà¡äàéäà îïåðàòîðäû­ ìºíäåðií
åñåïòåó °òå ©îëàéëû åðåæå áîéûíøà æàñàëàäû: âåêòîðäû­ áåéíåñií
òàáó ³øií îíû­ ©àðàïàéûì áàçèñòåãi êîîðäèíàòàëàð áà¡àíûí ìàò-
ðèöà¡à ê°áåéòå ñàëó êåðåê. Îñû äåðáåñ æà¡äàé æàëïû æà¡äàéäû­
´éûò©ûñû áîëãàíû àíû©. Ì´íû êåëåñi òåîðåìàäàí ê°ðóãå áîëàäû.
83.3-òåîðåìà: Aqe ìàòðèöàñû A : X 7→ Y ñûçû©òû© îïåðàòî-
ðàòîðûíû­ e1, e2,. . . ,en æºíå q1, q2, . . . , qk áàçèñòåð æ´áûíäà¡û
ìàòðèöàñû áîëñûí. Îíäà êåç êåëãåí x ∈ X âåêòîðû ³øií îíû­
y = Ax áåéíåñiíi­ yq êîîðäèíàòàëàð áà¡àíû

yq = Aqe · xe (83.1)

ôîðìóëàñû àð©ûëû åñåïòåëåäi. Ì´íäà¡û xe, ºäåòòåãiäåé, x âåêòî-
ðûíû­ êîîðäèíàòàëàð áà¡àíû.

Äºëåëäåó. x æºíå y âåêòîðëàðûí e1, e2,. . . ,en æºíå q1, q2, . . . , qk

áàçèñòåð áîéûíøà æiêòåéiê:

x =
n∑

j=1

βjej , y =
k∑

i=1

γiqi.

Îíäà

y = Ax = A



n∑

j=1

βjej


 =

n∑

j=1

βjAej =
n∑

j=1

βj

(
k∑

i=1

αijqi

)
=

=
n∑

j=1

k∑

i=1

αijβjqi =
k∑

i=1




n∑

j=1

αijβj


 qi.

y âåêòîðûíû­ q1, q2, . . . , qk áàçèñi áîéûíøà æiêòåói áiðåãåé áîë¡àí-
äû©òàí

γ1 =
n∑

j=1

α1jβj , γ2 =
n∑

j=1

α2jβj , . . . , γk =
n∑

j=1

αkjβj

òå­äiêòåðií àëàìûç. Àë îñû k òå­äiê æàë¡ûç (83.1)-ìàòðèöàëû©
òå­äiêêå ïàðà-ïàð. Òåîðåìà äºëåëäåíäi.
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À83.3.1-ñàëäàð: Åãåð y âåêòîðûíû­ yq êîîðäèíàòàëàð áà¡àíû áå-
ðiëãåí áîëñà, îíäà Ax = y òå­äiãií ©àíà¡àòòàíäûðàòûí x âåêòî-
ðûíû­ xe êîîðäèíàòàëàð áà¡àíû Aq,exe = yq àëãåáðàëû© ñûçû©òû©
òå­äåóëåð æ³éåñiíi­ øåøiìi áîëûï òàáûëàäû.

Ñûçû©òû© îïåðàòîð ìàòðèöàñûí ò³ðëåíäiðó
ôîðìóëàëàðû

X æºíå Y îðòà© P °ðiñi áîéûíøà ñûçû©òû© êå­iñòiêòåð, àë
îëàðäû­ °ëøåìäiëiêòåði ñºéêåñiíøå n ìåí k áîëñûí. X êå­iñòiãiíäå
åêi e = (e1, e2, . . . , en) æºíå a = (a1, a2, . . . , an), àë Y êå­iñòiãiíäå äå
åêi q = (q1, q2, . . . , qk) æºíå b = (b1, b2, . . . , bk) áàçèñi áåðiëñií. Pea

ìåí Pqb àð©ûëû e áàçèñiíåí a áàçèñiíå æºíå ñºéêåñiíøå q áàçèñiíåí
b áàçèñiíå ê°øó ìàòðèöàëàðûí áåëãiëåéiê.
83.4-òåîðåìà: A : X 7→ Y ©àíäàé äà áið áåðiëãåí ñûçû©òû© îïåðà-
òîðûíû­ Aq,e æºíå Ab,a ìàòðèöàëàðû:

Aba = Pbq ·Aqe · Pea (83.2)

íåìåñå áàñ©à ýêâèâàëåíò ò³ðäå

Aba = P−1
qb ·Aqe · Pea (83.3)

©àòûñûìåí áàéëàíûñ©àí.

Äºëåëäåó. X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíäå êåç êåëãåí x âåêòîðûí áåë-
ãiëåï, îíû­ Ax ∈ Y áåéíåñií y àð©ûëû áåëãiëåéiê. e = (e1, e2, . . . , en)
æºíå a = (a1, a2, . . . , an) áàçèñòåðiíäå x âåêòîðûíû­ êîîðäèíàòàëà-
ðû

xe = Pea · xa,

àë q = (q1, q2, . . . , qk) æºíå b = (b1, b2, . . . , bk) áàçèñòåðiíäå y âåêòî-
ðûíû­ êîîðäèíàòàëàðû

yq = Pqb · yb

ôîðìóëàðûìåí áàéëàíûñ©àí. Á´ë òå­äiêòåðäåí æºíå 83.3-òåîðåìà-
äàí

yq = Pqb · yb = Pqb · (Aba · xa) æºíå yq = Aq,e · xe = Aq,e · (Pea · xa)

åêi òå­äiê øû¡àäû. Îñûäàí

Pqb · (Aba · xa) = Aq,e · (Pea · xa), íåìåñå
(Pqb ·Aba) · xa = (Aq,e · Pea) · xa.
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Àx âåêòîðûí X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíäå °çãåðòiï Pqb · Aba = Aq,e · Pea

ìàòðèöàëû© òå­äiãií àëàìûç. Øûíûíäà äà, x = a1 äåï àëñà©, îí-
äà xa = (1, 0, 0, . . . , 0)′. Åíäåøå (Pqb · Aba) · xa = (Aq,e · Pea) · xa

òå­äiãiíåí Pqb · Aba æºíå Aq,e · Pea ìàòðèöàëàðûíû­ áiðiíøi áà¡àí-
äàðûíû­ òå­äiãi øû¡àäû. x = a2 äåï àë¡àíäà xa = (0, 1, 0, . . . , 0)′,
äåìåê, Pqb · Aba æºíå Aq,e · Pea ìàòðèöàëàðûíû­ åêiíøi áà¡àíäàðû
äà òå­. Îñû æîëäû æàë¡àñòûðà îòûðûï, Pqb ·Aba ìåí Aq,e ·Pea ñºé-
êåñ áà¡àíäàðûíû­ áàðëû¡û °çàðà òå­ áîëàòûíûí ê°ðñåòåìiç. Åíäi
(83.3)-ôîðìóëà P−1

qb = Pbq òå­äiãiíåí àðòûíøà øû¡àäû. Òåîðåìà
äºëåëäåíäi.

X = Y, q = e, b = a áîë¡àí äåðáåñ æà¡äàéäà, êåëåñi ò´æûðûì¡à
òàï áîëàìûç.

83.4.1-ñàëäàð: Aa = P−1
ea AePea íåìåñå áàñ©à ýêâèâàëåíò ò³ðäå

Aa = PaeAePea.

Áà©ûëàó ñ´ðà©òàðû

83.1-ñ´ðà©. Ñêàëÿð ò³ðëåíäiðóäi­ ©àíäàéäà áið áàçèñòåãi ìàòðè-
öàñûí òàáó êåðåê.
83.2-ñ´ðà©. 82.2-ìûñàëäà¡û á´ðó ò³ðëåíäiðóäi­ ìàòðèöàñû òåðiñ
Äåêàðò áàçèñiíäå ©àíäàé áîëàäû?
83.3-ñ´ðà©. 83.2-ìûñàëäà¡û B îïåðàòîðûíû­ ìàòðèöàñû òåðiñ Äå-
êàðò áàçèñiíäå ©àíäàé áîëàäû?
83.4-ñ´ðà©. D : Rn[X] 7→ Rn−1[X] äèôôåðåíöèàëäàó îïåðàòîðû-
íû­ Rn[X], Rn−1[X] ê°ïì³øåëåð êå­iñòiêòåðiíi­ ©àðàïàéûì áàçè-
ñòåð æ´áûíäà¡û ìàòðèöàñûí òàáó êåðåê.
83.5-ñ´ðà©. 82.6-ìûñàëäà¡û A îïåðàòîðûíû­ e æºíå q ñºéêåñiíøå
Pn ìåí P k ñûçû©òû© êå­iñòiêòåðiíi­ ©àðàïàéûì áàçèñòåð æ´áûí-
äà¡û ìàòðèöàñûí òàáó êåðåê.
83.6-ñ´ðà©. A : X 7→ X ©àíäàé äà áið ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðó, àë e1,
e2, . . . , en−1, en âåêòîðëàð æ³éåñi X êå­iñòiãiíi­ êåç êåëãåí áàçèñi
áîëñûí. Áàçèñòiê âåêòîðëàðäû­ ðåòií: en, en−1, . . . , e2, e1 ©àðàìà-
©àðñû¡à °çãåðòêåíäå A îïåðàòîðûíûí ìàòðèöàñû ©àëàé °çãåðåäi?
83.7-ñ´ðà©. A : X 7→ X ©àíäàé äà áið ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðó, àë e1,
e2, . . . , en−1, en âåêòîðëàð æ³éåñi X êå­iñòiãiíi­ êåç êåëãåí áàçèñi
áîëñûí. Áàçèñòiê âåêòîðëàðäû­ áiðií í°ëäiê åìåñ êîýôôèöèåíòêå
ê°áåéòêåíäå A îïåðàòîðûíûí ìàòðèöàñû ©àëàé °çãåðåäi?
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À�84. Ýêâèâàëåíò æºíå ´©ñàñ ìàòðèöàëàð
84.1-àíû©òàìà: Òiê á´ðûøòû A,B ∈ Mk×n(P ) åêi ìàòðèöà ³øií
åðåêøå åìåñ C ∈ Mk(P ) æºíå D ∈ Mn(P ) øàðøû ìàòðèöàëàð òà-
áûëûï, B = C · A · D òå­äiãi îðûíäàëàòûí áîëñà, îíäà A ìåí B
ýêâèâàëåíò ìàòðèöàëàð äåï àòàëàäû äà A ∼ B àð©ûëû áåëãiëå-
íåäi.

84.2-àíû©òàìà: Øàðøû A, B ∈ Mn(P ) ìàòðèöàëàðû ³øií åðåê-
øå åìåñ C ∈ Mn(P ) ìàòðèöàñû òàáûëûï B = C−1 · A · C òå­äiãi
îðûíäàëàòûí áîëñà, îíäà A ìåí B ´©ñàñ ìàòðèöàëàð äåï àòàëàäû
äà A ≈ B àð©ûëû áåëãiëåíåäi.

Ìàòðèöàëàðäû­ ∼ ýêâèâàëåíòòiê æºíå ≈ ´©ñàñòû© ©àòûñòàðû-
íû­ ðåôëåêñèâ, ñèììåòðèÿëû æºíå òðàíçèòèâ áîëàòûíûí ê°ðñåòó
©èûí åìåñ. Ñîíäû©òàí Mk×n(P ) æºíå Mn(P ) ìàòðèöàëàð æèûí-
äàðû °çàðà ýêâèâàëåíò æºíå ñºéêåñiíøå °çàðà ´©ñàñ ìàòðèöàëàð-
äû­ ©èûëûñïàéòûí êëàñòàðûíà á°ëiêòåíåäi. Ìàòðèöàëàðäû­ ýêâè-
âàëåíòòiê ïåí ´©ñàñòû© áåëãiëåðií òàáó ìàòðèöàëàð òåîðèÿñûíû­
íåãiçãi åñåïòåðiíi­ áiði áîëûï òàáûëàäû.

Ìàòðèöàëàðäû­ ýêâèâàëåíòòiãi ³øií iøêi, ÿ¡íè ìàòðèöàëàð¡à
òiêåëåé ©àòûñòû ò³ðiíäåãi áåëãiëåðäi òàáó ©èûí åìåñ. Îëàð êåëåñi
òåîðåìàäà áåðiëåäi.

84.3-òåîðåìà: A,B ∈ Mk×n(P ) êåç êåëãåí ìàòðèöàëàð áîëñûí.
Îíäà êåëåñi ³ø ò´æûðûì ïàðà-ïàð:
(i) A ∼ B,
(ii) r(A) = r(B),
(iii) B ìàòðèöàñû A ìàòðèöàñûíàí îíû­ æîëäàðûíà æºíå áà¡àí-
äàðûíà æàñàë¡àí ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð òiçáåãi àð©ûëû àëûíà-
äû .

Äºëåëäåó. (i) ⇒ (ii). A ∼ B áîëñûí. Îíäà åðåêøå åìåñ C
æºíå D ìàòðèöàëàðû òàáûëûï B = C ·A ·D áîëàäû. Ìàòðèöàëàð-
äû­ ê°áåéòiíäiëåðiíi­ ðàíãi òóðàëû òåîðåìà áîéûíøà, ìàòðèöàíû
åðåêøå åìåñ ìàòðèöà¡à ê°áåéòêåíäå îäàí ðàíã °çãåðìåéäi. Åíäåøå,
r(B) = r(A).

(ii) ⇒ (iii). r(A) = r(B) = r áîëñûí. Àëäûìåí, A ìàòðèöàñû-
íû­ æîëäàðûíà ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð æàñàï, îíû ñàòûëû ò³ð-
äåãi F ìàòðèöàñûíà êåëòiðiï àëàéû©. Ñî­ûíàí, F ìàòðèöàñûíû­
áà¡àíäàðûíà ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð æàñàï, îíû áàñ äèàãîíàëû
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Àáîéûíäà P °ðiñiíi­ r áiðëiê ýëåìåíòi, àë ©àë¡àí îðûíäàðûíäà í°ë-
äiê ýëåìåíòi ò´ðàòûí J ìàòðèöàñûíà êåëòiðó î­àé. Îñû¡àí ´©ñàñ, B
ìàòðèöàñûí äà ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåðìåí J ìàòðèöàñûíà êåë-
òiðóãå áîëàäû. �àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð êåði àéíàëûìäû, åíäåøå
J ìàòðèöàñûí êåði ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåðìåí B ìàòðèöàñûíà
êåëòiðóãå áîëàäû. Äåìåê, áiðíåøå ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðó æàñàï A
ìàòðèöàñûíàí B ìàòðèöàñûí àëó¡à áîëàäû.

(iii) ⇒ (i). B ìàòðèöàñû A ìàòðèöàñûíàí îíû­ æîëäàðûíà
æºíå áà¡àíäàðûíà áiðòiíäåï æàñàë¡àí ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð
àð©ûëû àëûíñûí. A ìàòðèöàñûíû­ æîëäàðûíà æàñàë¡àí ©àðàïàé-
ûì ò³ðëåíäiðóëåðäi­ ìàòðèöàëàðû C1, C2, . . . , Cm, àë áà¡àíäàðûíà
æàñàë¡àí ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð ìàòðèöàëàðû D1, D2,. . . , Ds

áîëñà, îíäà B = Cm ·Cm−1 · · ·C2 ·C1 ·A ·D1 ·D2 · · ·Ds−1 ·Ds. �àðà-
ïàéûì ò³ðëåíäiðó ìàòðèöàëàðäû­ ºð ©àéñûñû åðåêøå åìåñ, åíäåøå
îëàðäû­ C = Cm · Cm−1 · · ·C2 · C1 æºíå D = D1 · D2 · · ·Ds−1 · Ds

ê°áåéòiíäiëåði äå åðåêøå åìåñ ìàòðèöàëàð áîëàäû. Äåìåê, A ∼ B.
Òåîðåìà äºëåëäåíäi.i

84.3.1-ñàëäàð: �©ñàñ ìàòðèöàëàðäû­ ðàíãiëåði áiðäåé.
(83.3)- æºíå (83.2)-ôîðìóëàëàð íåãiçiíäå ìàòðèöàëàðäû­ ýêâè-

âàëåíòòiê æºíå ´©ñàñòû© áåëãiëåðií îïåðàòîðëû© ò³ðiíäå òàáó¡à áî-
ëàäû.

84.4-òåîðåìà: Òiê á´ðûøòû A,B ∈ Mk×n(P ) ìàòðèöàëàðû ýê-
âèâàëåíò áîëóû ³øií îëàð áið ¡àíà ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ ìàò-
ðèöàëàðû áîëóû ©àæåòòi æºíå æåòêiëiêòi.

Øàðøû A,B ∈Mn×n(P ) ìàòðèöàëàðû ´©ñàñ áîëóû ³øií îëàð
áið ¡àíà ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóäi­ ìàòðèöàëàðû áîëóû ©àæåòòi
æºíå æåòêiëiêòi.

Äºëåëäåó. Òåîðåìàíû­ åêi ò´æûðûìûíû­ åêåóiíi­ äå æåòêiëiê-
òiëiãi 83.4-òåîðåìà æºíå 83.4.1-ñàëäàð áîéûíøà àé©ûí. Òåîðåìàíû­
áiðiíøi ò´æûðûìûíû­ ©àæåòòiëiãií ê°ðñåòåéiê. A,B ∈ Mk×n(P )
ìàòðèöàëàðû ýêâèâàëåíò áîëñûí. Îíäà åðåêøå åìåñ C ∈ Mk(P )
æºíå D ∈Mn(P ) ìàòðèöàëàðû òàáûëûï B = C ·A ·D òå­äiãi îðûí-
äàëàäû. P °ðiñi áîéûíøà °ëøåìäiëiêòåði dim X = n, dim Y = k áî-
ëàòûí ©àíäàé äà áið X æºíå Y ñûçû©òû© êå­iñòiêòåðií áåëãiëåéi©.
X êå­iñòiãiíäå ©àíäàé äà áið e1, e2, . . . , en, àë Y êå­iñòiãiíäå ©àíäàé
äà áið q1, q2, . . . , qk áàçèñií àëàéû©. A ìàòðèöàñûíû­ ýëåìåíòòåðií
αij àð©ûëû áåëãiëåñåê, 83.1-òåîðåìà áîéûíøà,

(Aei)q = (α1i, α2i, . . . , αki)′, i = 1, n,
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Àòå­äiêòåðiìåí àíû©òàëãàíA ñûçû©òû© îïåðàòîðû áiðåãåé òàáûëûï,
Aqe = A áîëàäû. e1, e2, . . . , en áàçèñiíäåãi êîîðäèíàòàëàðû D ìàò-
ðèöàñûíû­ ñºéêåñiíøå áiðiíøi, åêiíøi, . . . , n-áà¡àíäàðû áîëàòûí
âåêòîðëàðäû a1, a2, . . . , an àð©ûëû áåëãiëåéiê. detD 6= 0 áîë¡àíäûê-
òàí a1, a2, . . . , an âåêòîðëàð æ³éåñi X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­ áàçèñií
©´ðàéäû. D = Pea, ÿ¡íè e1, e2, . . . , en áàçèñiíåí a1, a2,. . . ,an áà-
çèñiíå ê°øó ìàòðèöàñû D áîëàäû. Ñîíäàé-à©, C−1 ìàòðèöàñûí Y
êå­iñòiãiíi­ q1, q2, . . . , qk áàçèñiíåí áàñ©à áið b1, b2, . . . , bk áàçèñiíå ê°-
øó ìàòðèöà ðåòiíäå ©àðàñòûðó¡à áîëàäû, ÿ¡íè C−1 = Pqb äåóãå
áîëàäû. Îíäà

B = C ·A ·D = Pbq ·Aqe · Pea = Aba.

Äåìåê, B ìàòðèöàñû A ñûçû©òû© îïåðàòîðûíû­ b1, b2, . . . , bk æºíå
a1, a2, . . . , an áàçèñòåð æ´áûíäà¡û ìàòðèöàñû áîëàäû. Ñîíûìåí, A
ìåí B åêåói äå A ñûçû©òû© îïåðàòîðûíû­ ìàòðèöàëàðû áîëûï
øû©òû.

Òåîðåìàíû­ åêiíøi ò´æûðûìûíû­ ©àæåòòiëiãi äºë îñûëàé äº-
ëåëäåíåäi. Îíû áiç æàòòû¡ó ðåòiíäå ©àëäûðàìûç.

84.4.1-ñàëäàð: Ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áàðëû© ìàòðèöàëàðûíû­
ðàíãiëåði °çàðà òå­. ß¡íè ñîë ðàíãêå òå­ ñàí îïåðàòîðäû­ èíâàðè-
àíòû áîëûï òàáûëàäû.

A ∈ L(X, Y ) êåç êåëãåí ñûçû©òû© îïåðàòîð, àë A îíû­ ©àíäàé
äà áið ìàòðèöàñû áîëñûí. A ìàòðèöàñûíû­ ðàíãií r àð©ûëû áåë-

ãiëåñåê, îíäà R =




1 0 ... 0 0 ... ... 0
0 1 ... 0 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 1 0 ... ... 0
0 0 ... 0 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 0 0 ... ... 0




ìàòðèöàñû

A ìàòðèöàñûíà ýêâèâàëåíò. R ìàòðèöàñûíû­ (1, 1), (2, 2), . . . , (r, r)
îðûíäàðûíäà 1, àë ©àë¡àí îðûíäàðäà 0 æàçûë¡àí. 84.4-òåîðåìà áîé-
ûíøà, R äà A îïåðàòîðûíû­ ìàòðèöàñû áîëûï òàáûëàäû. �àí-
äàé áàçèñòåð æ´áûíäà A îïåðàòîðûíû­ ìàòðèöàñû R áîëàäû äå-
ãåí ©îéûë¡àí ñ´ðà©©à æàóàï áåðó ©èûí åìåñ. e1, e2, . . . , en âåê-
òîðëàð æ³éåñi X êå­iñòiãiíi­ ©àíäàé äà áið áàçèñi áîëñûí. Îíäà
r(Ae1,Ae2, . . . ,Aen) ðàíãi òå­ r. �àæåò áîëñà e1, e2, . . . , en âåêòîð-
ëàð îðûíäàðûí àëìàñòûðûï, Ae1,Ae2, . . . ,Aer âåêòîðëàð æ³éåñií
Ae1,Ae2, . . . ,Aen æ³éåñiíi­ áàçàñû äåóiìiçãå áîëàäû. Y êå­iñòiãiíi­
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Ààë¡àø©û r áàçèñòiê âåêòîð ðåòiíäå Ae1,Ae2, . . . ,Aer âåêòîðëàðûí
àëûï, îëàðäû Y êå­iñòiãiíi­ áàçèñiíå äåéií òîëû©òûðàìûç. Îñûëàé
©´ðàñòûðûë¡àí áàçèñòåð æ´áûíäà A îïåðàòîðûíû­ ìàòðèöàñû R
áîëàòûíû àé©ûí.
84.1-åñêåðòó. �©ñàñ øàðøû ìàòðèöàëàð, ºëáåòòå, ýêâèâàëåíò áî-
ëàäû, ÿ¡íè A ≈ B ©àòûíàñûíàí A ∼ B ©àòûíàñû øû¡àäû. Êåði
ò´æûðûìûíû­ æàëïû æà¡äàéäà à©è©àò áîëìàóûí åñêåðå êåòåéiê.
Ìûñàëû, 2E æºíå 3E ñêàëÿð îïåðàòîðëàðûíû­ ìàòðèöàëàðû ýêâè-
âàëåíò áîë¡àíûìåí, îëàð ´©ñàñ åìåñ.

Áà©ûëàó ñ´ðà©òàðû
84.1-ñ´ðà©. Òiê á´ðûøòû ìàòðèöàëàð æèûíûíäà ∼ ýêâèâàëåíò-
òiê ©àòûíàñû ðåôëåêñèâ, òðàíçèòèâ æºíå ñèììåòðèÿëû áîëàòûíûí
äºëºëäå­iç.
84.2-ñ´ðà©. Øàðøû ìàòðèöàëàð æèûíûíäà ≈ ´©ñàñòû© ©àòûíà-
ñû ðåôëåêñèâ, ñèììåòðèÿëû æºíå òðàíçèòèâ áîëàòûíûí ê°ðñåòó
êåðåê.
84.3-ñ´ðà©. S êå­iñòiãiíäåãi öåíòðëiê ñèììåòðèÿ ìåí ñêàëÿð îïå-
ðàòîðäû­ ìàòðèöàëàðû ýêâèâàëåíò (´©ñàñ) áîëà ìà?
84.4-ñ´ðà©. Æàçû©òû©òû­ °ñüòiê ñèììåòðèÿ ìåí öåíòðëiê ñèì-
ìåòðèÿ ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóëåðäi­ ìàòðèöàëàðû ýêâèâàëåíò (´©-
ñàñ) áîëà ìà?
84.5-ñ´ðà©. Æàçû©òû©òû­ °ñüòiê ñèììåòðèÿ ìåí á´ðó ñûçû©òû©
ò³ðëåíäiðóëåðäi­ ìàòðèöàëàðû ýêâèâàëåíò (´©ñàñ) áîëà ìà?
84.6-ñ´ðà©. Áiðëiê ìàòðèöà ©àíäàé ìàòðèöàëàð¡à ´©ñàñ áîëàäû.
84.7-ñ´ðà©. Äèàãîíàë ìàòðèöà ©àíäàé ìàòðèöàëàð¡à ´©ñàñ áîëà-
äû.

�85. Ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áåéíåñi
ìåí °çåãi, ðàíãi ìåí äåôåêòi.

�äåòòå, ìàòåìàòèêàäà áåëãiñiç f áåéíåëåóiíi­ çåðòòåói àëäûìåí
îíû­ àíû©òàó æºíå °çãåðó æèûíäàðûí ñîíûìåí ©àòàð îíû­ í°ë-
äåðií, ÿ¡íè f(x) = 0 òå­äåóiíi­ øåøiìäåð æèûíûí, òàáó åñåïòåði-
ìåí áàñòàëàäû. Æàëïû æà¡äàéäà á´ë åñåïòåðäi øåøó î­àé åìåñ.
Ñûçû©òû© àëãåáðàäà ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð íåãiçãi áåéíåëåóëåð
áîëûï òàáûëàäû. Îëàð ³øií àéòûë¡àí åñåïòåðäi­ ºäåìi øåøiìäåði
áàð.

Êåç êåëãåí A : X 7→ Y ñûçû©òû© îïåðàòîðûíû­ Ax ìºíi áàð-
ëû© x ∈ X âåêòîðû ³øií àíû©òàë¡àí. Åíäåøå, A îïåðàòîðûíû­
àíû©òàó æèûíû X êå­iñòiãií ò³ãåë ©àìòèäû.
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À85.1-àíû©òàìà: A : X 7→ Y îïåðàòîðûíû­ °çãåðó æèûíû îíû­
áåéíåñi, àë Ax = θ òå­äóiíi­ øåøiìäåð æèûíû îíû­ °çåãi äåï àòà-
ëàäû. A îïåðàòîðûíû­ áåéíåñi ìåí °çåãi ñºéêåñiíøå imAæºíå kerA
àð©ûëû áåëãiëåíåäi. Ñîíûìåí,

imA = {y ∈ Y | ∃x ∈ X(y = Ax)},
kerA = {x ∈ X | Ax = θ}.

82-ïàðàãðàôòà ©àðàñòûðûë¡àí ìûñàëäàðäà¡û ñûçû©òû© îïå-
ðàòîðëàðäû­ áåéíå ìåí °çåêòåðií òàáàéû©.

85.1-ìûñàë. λE ñêàëÿð îïåðàòîðûíû­ áåéíåñi ìåí °çåãi λ êîýô-
ôèöèåíòiíå áàéëàíûñòû. λ = 0 áîëñà, îíäà ñêàëÿð îïåðàòîðû O
í°ëäiê îïåðàòîðûíà òå­ áîëàäû äà, îíû­ áàðëû© ìºíäåði θ í°ëäiê
âåêòîðûíà òå­. Äåìåê, á´ë æà¡äàéäà imO = {θ}, àë kerO = X.
Åãåð λ 6= 0 áîëñà, îíäà λE ñêàëÿð îïåðàòîðû ºðáið âåêòîðäû λ ðåò
ñîçàäû. Åíäåøå, im λE = X, àë kerλE = {θ}.
85.2-ìûñàë. Φϕ á´ðó ò³ðëåíäiðóiíi­ áåéíåñi im Φϕ = Π, àë °çåãi
kerΦϕ = {θ}. Ñåáåái, ºð âåêòîðäû­ êåði áåéíåñi −ϕ á´ðûøûíà á´ðó
àð©ûëû àëûíàäû.

85.3-ìûñàë. 82.3-ìûñàëäà a = θ æºíå b = θ áîëñà, îíäà êåç êåëãåí
x ∈ S ³øií Ax = (x, a) = (x, θ) = 0 æºíå Bx = [x, b] = [x, θ] = θ.
Äåìåê, imA = {0}, kerA = S, imB = {θ}, kerB = S.

Åãåð a 6= θ áîëñà, îíäà imA = R, kerA = a⊥. Ñåáåái, êåç êåëãåí
α íà©òû ñàíû ³øií

A
(

α

(a, a)
· a

)
= α æºíå (x, a) = 0 ⇔ x⊥a.

Åãåð b 6= θ áîëñà, îíäà imB = b⊥, kerB = L(b). imB ⊆ b⊥, L(b) ⊆
kerB ©àòûñòàðû àé©ûí, ñåáåái êåç êåëãåí x áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäi ³øií
[x, b]⊥b æºíå x ïåí b êîëëèíåàð áîëñà, îíäà [x, b] = θ.

b⊥ ⊆ imB ©àòûñòû ê°ðñåòó ³øií ©àíäàé äà áið c ∈ b⊥ í°ëäiê
åìåñ áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiñií àëûï:

• x⊥b, x⊥c;

• (x, b, c) áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåð ³øòiãi � î­ ³øòiê,

• |c| = |x| · |b|,
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À³ø øàðòòû ©àíà¡àòòàíäûðàòûí x âåêòîðûí òàáàìûç. Îíäà Bx = c
òå­äiãi âåêòîðëû© ê°áåéòiíäiíi­ àíû©òàìàñûíàí î­àé øû¡àäû.

kerB ⊆ L(b) ©àòûñòû­ îðûíäàëóûí ê°ðñåòó ³øií êåç êåëãåí
d ∈ kerB âåêòîðûí àëûï, îíû­ b�¡à êîëëèíåàðëû¡ûí äºëåëäåóìiç
êåðåê. d ∈ kerB øàðòû [d, b] = θ øàðòûíà ïàðà-ïàð, àë âåêòîðëû©
ê°áåéòiíäiíi­ ©àñèåòi áîéûíøà, áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåðäi­ âåêòîð-
ëû© ê°áåéòiíäiñi í°ëäiê âåêòîð áîëóû ³øií îëàðäû­ êîëëèíåàðëû-
¡û ©àæåòòi æºíå æåòêiëiêòi.

85.4-ìûñàë. D : Rn[X] 7→ Rn[X] äèôôåðåíöèàëäàó îïåðàòîðûíû­
áåéíåñi imD = Rn−1[X], àë °çåãi kerD = R0[X]. Ì´íû­ ñåáåïòåði:
òóûíäû àë¡àíäà ê°ïì³øåíi­ äºðåæåñi êåìèéäi æºíå f ′ = 0 òå­äåó-
iíi­ øåøiìäåði äºë ò³ðà©òû ê°ïì³øåëåð áîëàäû.

85.1�85.4-ìûñàëäàðäû­ áºðiíäå ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áåéíåñi
ìåí °çåãi ñûçû©òû© êå­iñòiêòåðäi­ iøêå­iñòiêòåði áîëûï øû©òû.
Æàëïû æà¡äàé ³øií äå òóðà îñûíäàé áîëàäû.

85.2-ò´æûðûì: Êåç êåëãåí A : X 7→ Y ñûçû©òû© îïåðàòîðûíû­
kerA °çåãi X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­, àë imA áåéíåñi Y ñûçû©òû©
êå­iñòiãiíi­ iøêå­iñòiãi áîëàäû.

Äºëåëäåó. Åãåð x1, x2 ∈ kerA áîëñà, îíäà Ax1 = θ, Ax2 =
θ. �ðiñòi­ êåç êåëãåí α, β êîýôôèöèåíòòåði ³øií A(αx1 + βx2) =
αAx1 + βAx2 = θ. Äåìåê, kerA °çåãi X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­ ñû-
çû©òû© °ðíåêòåð áîéûíøà ò´éû© æèûíûí ©´ðàéäû, åíäåøå, îë X
êå­iñòiãiíi­ iøêå­iñòiãi áîëàäû.

Åãåð y1, y2 ∈ imA áîëñà, îíäà êåéáið x1, x2 ∈ X ³øií Ax1 = y1,
Ax2 = y2 áîëàäû äà αy1 + βy2 = αAx1 + βAx2 = A(αx1 + βx2). Äå-
ìåê, imA áåéíåñi Y ñûçû©òû© êå­iñòiãiíäåãi ñûçû©òû© °ðíåêòåêòåð
áîéûíøà ò´éû© æèûí áîëàäû.

85.2-ò´æûðûì áîéûíøà, àíàëèòèêàëû© ãåîìåòðèÿäà¡û ºðáið
ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áåéíåñi ìåí °çåãi íå æàë¡ûç θ âåêòîðû, íå
ïîëþñòåí °òåòií ò³çó, íå ïîëþñòåí °òåòií æàçû©òû©, íå êå­iñòiêòi­
°çi áîëàäû. Îñû ñåáåïòåí îëàð í°ëäiê iøêå­iñòiãiíåí °çãå øåíåëãåí
æèûí íåìåñå æàðòû æàçû©òû© íåìåñå æàðòû êå­iñòiê áîëà àëìàé-
äû. Ìûñàëû, áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiãå îíû­ ´çûíäû¡ûí ñºéêåñ ©îÿòûí
Ax = |x| åðåæå ñûçû©òû© ôóíêöèîíàë áîëà àëìàéäû.

85.2-ò´æûðûì ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ °òå ìà­ûçäû åêi ñàí-
äû© èíâàðèàíòûí åíãiçóãå ì³ìêiíäiê òó¡ûçàäû.

85.3-àíû©òàìà: A : X 7→ Y ñûçû©òû© îïåðàòîðûíû­ ðàíãi äåï
îíû­ imA áåéíåñiíi­, àë äåôåêòi äåï îíû­ kerA °çåãiíi­ °ëøåìäiëiãi
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Ààòàëàäû. A îïåðàòîðûíû­ ðàíãi ìåí äåôåêòi ñºéêåñiíøå r(A) ìåí
def(A) àð©ûëû áåëãiëåíåäi. Ñîíûìåí,

r(A) = dim(imA), def(A) = dim ker(A).

85.4-ò´æûðûì: À©ûðëû °ëøåìäi X ñûçû©òû© êå­iñòiãií áåéíå-
ëåéòií A ñûçû©òû© îïåðàòîðûíû­ áåéíåñi X êå­iñòiãiíi­ áàçèñ-
òiê âåêòîðëàð áåéíåëåðiíåí ©´ðûë¡àí ñûçû©òû© ©àáû©øàñûíà òå­
áîëàäû.

Äºëåëäåó. X êå­iñòiãiíi­ ©àíäàé äà áið e1, e2, . . . , en áàçèñií
àëûï,

imA = L(Ae1,Ae2, . . . ,Aen)

òå­äiãií äºëåëäåóiìiç êåðåê. L(Ae1,Ae2, . . . ,Aen) ñûçû©òû© ©àáû©-
øàñûíû­ æàñàóøûëàðû imA áåéíåñiíå òèiñòi áîë¡àíäû©òàí

L(Ae1,Ae2, . . . ,Aen) ⊆ imA

©àòûñûí àëàìûç.
Åãåð y ∈ imA áîëñà, îíäà êåìiíäå áið x ∈ X ³øií

y = Ax = A(α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen) =
= α1A(e1) + α2A(e2) + · · ·+ αnA(en).

Ì´íäà¡û α1, α2, . . . , αn êîýôôèöèåíòòåði x âåêòîðûíû­ e áàçèñií-
äåãi êîîðäèíàòàëàðû. Äåìåê, imA ⊆ L(Ae1,Ae2, . . . ,Aen).

85.5-òåîðåìà: Ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ ðàíãi ìåí îíû­ êåç êåëãåí
ìàòðèöàñûíû­ ðàíãi òå­ ñàíäàð.

Äºëåëäåó. 84.4.1-ñàëäàð áîéûíøà, ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áàð-
ëû© ìàòðèöàëàðûíû­ ðàíãiëåði °çàðà òå­. Äåìåê, òåîðåìàíû äº-
ëåëäåó ³øií îïåðàòîðäû­ ©àíäàé äà áið ìàòðèöàñûí ©àðàñòûðó
æåòêiëiêòi. X ñûçû©òû© êå­iñòiãií áàçèñi e1, e2, . . . , en, Y ñûçû©-
òû© êå­iñòiãiíi­ áàçèñi q1, q2, . . . , qk, àë Aqe îñû áàçèñòåð æ´áûíäà¡û
A : X 7→ Y îïåðàòîðûíû­ ìàòðèöàñû áîëñûí. 85.4-ò´æûðûìíàí

r(A) = dim L(Ae1,Ae2, . . . ,Aen) = r(Ae1,Ae2, . . . ,Aen)

òå­äiêòåðií àëìûç. Aqe ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû Ae1, Ae2, . . . ,
Aen âåêòîðëàðûíû­ q1, q2, . . . , qk áàçèñiíäåãi êîîðäèíàòàëàðû áîë-
¡àíäû©òàí, êåðåêòi r(A) = r(Aqe) òå­äiãi áiðäåí øû¡àäû.
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À85.4- æºíå 85.5-ò´æûðûìäàð ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áåéíåñi
ìåí ðàíãií òàáó æîëûí ê°ðñåòåòií áîëñà, êåëåñi "ñûçû©òû© îïå-
ðàòîðäû­ ðàíãi òóðàëû òåîðåìà" ðàíã ïåí äåôåêòòi­ áàéëàíûñûí
áåðåäi.

85.6-òåîðåìà: Åãåð A ñûçû©òû© îïåðàòîðû X à©ûðëû °ëøåìäi
ñûçû©òû© êå­iñòiãií Y ñûçû©òû© êå­iñòiãiíå áåéíåëåéòií áîëñà,
îíäà

r(A) + def(A) = dim X.

Äºëåëäåó. X = kerA u L áîëàòûíäàé X êå­iñòiãiíi­ ©àíäàé äà
áið L iøêå­iñòiãií áåëãiëåï àëàéû©. A áåéíåëåóiíi­ L æèûíûíà ϕ =
A ¹ L òàðûëóû L ìåí imA ñûçû©òû© êå­iñòiêòåðiíi­ àðàñûíäà¡û
èçîìîðôèçì áîëàòûíûí ê°ðñåòåéiê.

Êåç êåëãåí x ∈ L ³øií ϕx = Ax áîë¡àíäû©òàí ϕ áåéíåëåóiíi­
äå ñûçû©òû© ©àñèåòi áàð. Åíäi îñû áåéíåëåó èíúåêòèâ áîëàòûíûí
ê°ðñåòåéiê. Åãåð x1, x2 ∈ L ³øií ϕx1 = ϕx2 áîëñà, îíäà ϕ(x1−x2) =
A(x1 − x2) = θ. Äåìåê, x1 − x2 ∈ L ∩ kerA. Îñûäàí, 72.2.2-ñàëäàð
áîéûíøà, x1−x2 = θ øû¡àäû. Äåìåê, ϕ � °çàðà áiðìºíäi áåéíåëåó.

Åãåð y ∈ imA áîëñà, îíäà êåìiíäå áið x ∈ X ³øií y = Ax.
X = kerAu L áîëãàíäû©òàí a ∈ kerA æºíå b ∈ L òàáûëûï x = a + b
òå­äiãi îðûíäàëàäû. Îíäà y = A(a+b) = Aa+Ab = Ab = ϕb. Äåìåê,
imϕ = imA.

ϕ : L 7→ imA èçîìîðôèçì áîë¡àíäû©òàí, èçîìîðôèçì òóðà-
ëû 67.1-òåîðåìà áîéûíøà, dim L = dim(imA). Àë X = kerA u L
êå­iñòiêòåðäi­ òóðà ©îñûíäûñûíàí, 72.2.1-ñàëäàð áîéûíøà,

dim X = dim(kerA) + dim L.

Îëàé áîëñà, dim X = r(A) + def(A).

Ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áåéíåñi ìåí °çåãií òàáó òºñiëäåði

X æºíå Y åêåói äå P °ðiñi áîéûíøà ©àíäàé äà áið à©ûðëû °ë-
øåìäi ñûçû©òû© êå­iñòiêòåð, àë A : X 7→ Y êåç êåëãåí ñûçû©òû©
îïåðàòîð áîëñûí. A îïåðàòîðûíû­ áåéíåñi ìåí °çåãií ñèïàòòàó ³øií
îëàðäû­ áàçèñòåðií òàáó æåòêiëiêòi. Àë iøêå­iñòiêòåðäi­ áàçèñòåðií
òàáó ³øií êîîðäèíàòàëàð òºñiëi å­ ©îëàéëû áîëàòûíû àé©ûí. Åí-
äåøå, X æºíå Y êå­iñòiêòåðiíäå ©àíäàé äà áið e1, e2, . . . , en æºíå
q1, q2, . . . , qk áàçèñòåðií áåëãiëåï, êîîðäèíàòàëû© èçîìîðôèçìäåðäi
ïàéäàëàíàéû©. Äºëiðåê àéò©àíäà, êåç êåëãåí y ∈ imAæºíå x ∈ kerA
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Àâåêòîðëàð îðíûíà îëàðäû­ yq ∈ (imA)q æºíå xe ∈ (kerA)e êîîðäè-
íàòàëû© áà¡àíäàðûí ñèïàòòàóìûç êåðåê. Á´ë æåðäå (imA)q ⊆ P k

æºíå (kerA)e ⊆ Pn ©àòûñòàðûí åñêåðå êåòåéiê.
A îïåðàòîðûíû­ e1, e2, . . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk áàçiñòåð æ´-

áûíäà¡û A = (αij) ìàòðèöàñûí ©´ðàñòûðûï àëàéû© òà, A ìàòðè-
öàñûíû­ áà¡àíäàðûí, ºäåòòåãiäåé, a1, a2, . . . , an àð©ûëû áåëãiëåéiê.
85.4-ò´æûðûì áîéûíøà,

imA = L(Ae1,Ae2, . . . ,Aen), àë (Ae1)q = a1,

(Ae2)q = a2, . . . , (Ae1)q = an.

Åíäåøå, a1, a2, . . . , an âåêòîðëàð æ³éåñiíi­ áàçàñû (imA)e êå­iñòi-
ãiíi­ áàçèñi áîëàäû.

kerA °çåãiíå òèiñòi x âåêòîðëàðûí ñèïàòòàéòûí Ax = θ òå­äåó-
iíi­, 83.3-òåîðåìà¡à ñ³éåíiï, êîîðäèíàòàëû© ò³ðií ©àðàñòûðñà©,

A · xe = θ

áiðòåêòi àëãåáðàëû© ñûçû©òû© òå­äåóëåð æ³éåñií àëàìûç. Àë îíû­
ôóíäàìåíòàë øåøiìäåð æ³éåñi (kerA)e êå­iñòiãiíi­ áàçèñi áîëàäû.

Ñîíûìåí, imA áåéíåñií ñèïàòòàó ³øií A ìàòðèöàñûíû­ áà¡àí-
äàð æ³éåñiíi­ áàçàñûí, àë kerA °çåãií ñèïàòòàó ³øií ìàòðèöàñû A
áîëàòûí áiðòåêòi àëãåáðàëû© òå­äåóëåð æ³éåñiíi­ øåøiìäåð æèû-
íûí òàáó êåðåê. Îñû åêi åñåï ìàòðèöàíû Ãàóññ òºñiëiìåí ñàòûëû
ò³ðãå êåëòiðó àð©ûëû î­àé øåøiëåäi. Äåãåíìåí, áiðiíøiñiíäå Ãàóññ
òºñiëi A ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðûíà, àë åêiíøiñiíäå îíû­ æîëäàðû-
íà êîëäàíûëàäû. ß¡íè îñû åêi åñåï áið-áiðiìåí ê°çãå áàéëàíûññûç
áîëûï ê°ðiíåäi. Áiðà© á´ë îëàé åìåñ. Êåëåñi àëãîðèòì îñû åêi åñåïòi
áið æîëûìåí øû¡àðàäû. Ñîíûìåí áiðãå, îë àëãîðèòìäi ñî­ûíàí áiç
ê°ïòåãåí áàñêà åñåïòåðãå äå ©îëäàíàìûç.

Ñûçû©òû© îïåðàòîð áåéíåñi ìåí °çåãiíi­ áàçèñòåðií ©àòàð
©´ðó àëãîðèòìi

Æî¡àðû¡ûäàé, X æºíå Y åêåói äå P °ðiñi áîéûíøà ©àíäàé äà
áið à©ûðëû °ëøåìäi ñûçû©òû© êå­iñòiêòåð, àëA : X 7→ Y êåç êåëãåí
ñûçû©òû© îïåðàòîð áîëñûí. Àëãîðèòìíi­ í´ñ©àóëàðû ìûíàäàé:

1. X æºíå Y êå­iñòiêòåðiíi­ ©àíäàé äà áið e1, e2, . . . , en æºíå
q1, q2, . . . , qk áàçèñòåðií áåëãiëåéìiç.
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À2. A îïåðàòîðûíû­ e1, e2, . . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk áàçèñòåð æ´-
áûíäà A ìàòðèöàñûí òàáàìûç. �ðèíå, A ìàòðèöàñûíû­ °ë-
øåìäiëiãi k × n.

3. (n + k) × n °ëøåìäi åêi áëîêòàí ò´ðàòûí B =
(

E
A

)
ìàòðè-

öàñûí ©´ðàñòûðàìûç. Á´ë æåðäå E àð©ûëû n�ðåòòi øàðøû
ìàòðèöà áåëãiëåíãåí.

4. B ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðûíà ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð æà-
ñàï, îíû­ ò°ìåíãi k×n °ëøåìäi á°ëiãi ñàòûëû ò³ðäå áîëàòûí-
äàé, (n + k)× n °ëøåìäi F ìàòðèöàñûíà êåëòiðåìiç.

5. F ìàòðèöàñûí ò°ðò áëîê©à á°ëiêòåéìiç: F =
(

C K
I O

)
. Á´ë

æåðäå O � í°ëäiê ìàòðèöà; I � í°ëäiê áà¡àíäàðû æî©, ñàòû-
ëû ìàòðèöà; C ìåí K ìàòðèöàëàðûíû­ æîëäàð ñàíû n�ãå, àë
I ìåí O�íû­ æîëäàð ñàíû k�¡à òå­.

85.7-ò´æûðûì: K ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû (kerA)e êå­iñòiãiíi­
áàçèñií ©´ðàéäû. Àë I ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû (imA)q êå­iñòi-
ãiíi­ áàçèñií ©´ðàéäû.

Äºëåëäåó. B æºíå F ìàòðèöàëàðûíû­, ñîíûìåí ©àòàð 4-í´ñ-
©àóäû îðûíäàó áàðûñûíäà øû©©àí ìàòðèöàëàð áà¡àíäàðûí æî-
¡àð¡ûñû n °ëøåìäi, àë ò°ìåíãiñi k °ëøåìäi åêi áà¡àí¡à á°ëiêòåó
áîëàäû. Æî¡àð¡û áà¡àíäû x, àë ò°ìåíãiñií y àð©ûëû áåëãiëåéiê.
Æî¡àðûäà àéòûë¡àí ìàòðèöàëàðäû­ áàðëû©

(
x
y

)
áà¡àíäàðû ³øií

y = A · x òå­äiãi îðûíäàëàòûíûí èíäóêöèÿ òºñiëiìåí äºëåëäåéiê.
Èíäóêöèÿ 4-í´ñ©àóäû îðûíäàó áàðûñûíäà¡û ©àäàìäàð áîéûí-

øà æ³ðãiçiëåäi. Èíäóêöèÿ áàçèñi B ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû ³øií
æàñàëàäû. Åãåð x = (1, 0, 0, . . . , 0)′, àë y = (α11, α21, . . . , αn1)′ áîëñà,
îíäà y = A · x òå­äiãi àé©ûí, ÿ¡íè áiðiíøi áà¡àí ³øií áiçäi­ ò´æû-
ðûì à©è©àò. �àë¡àí áà¡àíäàð ³øií äà îíû­ à©è©àòòû¡û àé©ûí.

Èíäóêöèÿëû© ´é¡àðûìû:
(
x1
y1

)
æºíå

(
x2
y2

)
©àíäàé äà áið áà¡àíäà-

ðû ³øií y1 = A · x1 æºíå y2 = A · x2 òå­äiêòåði îðûíäàëñûí äåëiê.
Åíäi îñû åêi áà¡àí¡à ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðó æàñàï, îäàí øû©©àí
áà¡àíäàð¡à äà ñºéêåñ òå­äiêòåðäi­ îðûíäàëóûí ê°ðñåòóiìiç êåðåê.
�ëáåòòå,

(
x1
y1

)
æºíå

(
x2
y2

)
áà¡àíäàðûíû­ îðíûí àëìàñòûðñà©, îäàí

òå­äiêòåðiìiç °çãåðìåéäi. Åíäi,
(
x1
y1

)
áà¡àíûí í°ëäåí °çãå λ êîýôôè-

öèåíòiíå ê°áåéòåéiê. Îäàí øû©©àí
(
λ·x1
λ·y1

)
áà¡àíû ³øií (λ·y1) = λ·(A·

x1) = A(λ·x1) òå­äiêòåði øû¡àäû. Ñîíûíàí,
(
x1
y1

)
áà¡àíûíà

(
x2
y2

)
áà¡à-

íûí µ êîýôôèöèåíòiíå ê°áåéòiï àëûï ©îññà©, îäàí
(
x1+µ·x2
y1+µ·y2

)
áà¡àíû
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Àøû¡àäû. Á´ë áà¡àí ³øií (y1+µ·y2) = A·x1+µ·(A·x2) = A·(x1+µ·x2).
Äåìåê, áà¡àíäàð¡à ©àíäàé ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðó æàñàñà© òà, îäàí
áà¡àíäàðäû­ á°ëiêòåði àðàñûíäà¡û ©àòûñ °çãåðìåéäi.

Åíäi C,K,I ìàòðèöàëàðûíû­ íåãiçãi ©àñèåòií àòàï °òåéiê: á´ë
ìàòðèöàëàðäû­ áà¡àíäàðû ñûçû©òû© òºóåëñiç áîëàäû. Øûíûíäà
äà, C æºíå K ìàòðèöàëàðûíû­ áà¡àíäàðû E ìàòðèöàñûíû­ (ñû-
çû©òû© òºóåëñiç) áà¡àíäàðûíàí ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðóëåð òiçáåãi
áîéûíøà òàáûë¡àí. Àë I ìàòðèöàñû ñàòûëû áîë¡àíäû©òàí îíû­
áà¡àíäàðû ñûçû©òû© òºóåëñiç. Îñûäàí I ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàð
ñàíû r(A) ðàíãiíå, àë K ìåí O ìàòðèöàëàðûíû­ áà¡àíäàð ñàíû
°çàðà òå­ æºíå n − r(A) ñàíûíà òå­ áîëàòûíûí àëàìûç. Ñîí¡ûñû-
íàí, 85.6-òåîðåìà áîéûíøà, K ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàð ñàíû def(A)
äåôôåêòiñiíå òå­.

Ñîíûìåí, I ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû (imA)q êå­iñòiãiíå òèiñòi
âåêòîðëàð áîëûï, ñûçû©òû© òºóåëñiç æ³éå ©´ðàéäû, àë îëàðäû­
ñàíû dim(imA)q °ëøåìäiëiãiíå òå­. Åíäåøå, îëàð (imA)q êå­iñòiãiíi­
áàçèñi áîëàäû. K ìàòðèöàñûíû­ ºðáið x áà¡àíû ³øií A · x = θ, K
ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû ñûçû©òû© òºóåëñiç æºíå îëàðäû­ ñàíû
dim(kerA)e °ëøåìäiëiãiíå òå­. Äåìåê, K ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû
(kerA)e êå­iñòiãiíi­ áàçèñi áîëàäû.
85.1-åñåï. 85.4-ìûñàëäà D : Rn[X] 7→ Rn[X] äèôôåðåíöèàëäàó
îïåðàòîðûíû­ áåéíåñi imD = Rn−1[X], àë °çåãi kerD = R0[X] áî-
ëàòûíûí ê°ðñåòòiê. Åíäi îñû îïåðàòîðäû­ áåéíåñi ìåí °çåãií æî¡à-
ðûäà¡û àëãîðèòì áîéûíøà òàóûï ê°ðåéiê.

1. xn, xn−1, . . . , x2, x, 1 ê°ïì³øåëåð æ³éåñi á³ë åñåïêå å­ ©îëàéëû
Rn[X] êå­iñòiãiíi­ áàçèñi áîëûï òàáûëàäû.

2. Dxn = nxn−1,Dxn−1 = (n−1)xn−2, . . . ,Dx2 = 2x,Dx = 1,D1 =
0 áîë¡àíäû©òàí, D ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóiíi­ ìàòðèöàñû

D =




0 0 . . . . . . 0 0
n 0 . . . . . . 0 0
0 n− 1 . . . . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 1 0




áîëàäû. �ðèíå, D øàðøû ìàòðèöàñûíû­ ðåòi n + 1.

3. B =
(

E
D

)
áëîêòû ìàòðèöàñûíäà E � (n + 1)-ðåòòi áiðëiê

ìàòðèöà.
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À4. B ìàòðèöàñûíà åøáið ©àðàïàéûì ò³ðëåíäiðó æàñàóäû­ ©à-
æåòi æî©, ÿ¡íè F = B.

5. F ìàòðèöàñûíû­ áëîêòàð ©´ðàìû ìûíàäàé: C ìàòðèöàñû E
áiðëiê ìàòðèöàñûíû­ àë¡àø©û n áà¡àíûíàí ©´ðàñòûðûë¡àí,
æàë¡ûç áà¡àíäû K ìàòðèöàñû E ìàòðèöàñûíû­ ñî­ãû áà¡à-
íûíàí ò´ðàäû, O ìàòðèöàñû æàë¡ûç ¡àíà í°ëäiê áà¡àííàí
ò³ðàäû, àë

I =




0 0 . . . . . . 0
n 0 . . . . . . 0
0 n− 1 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 1




85.7-ò´æûðûì áîéûíøà, K ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíû kerD êå­iñ-
òiãiíi­, àë I ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðû imD êå­iñòiãiíi­ áàçèñòiê
âåêòîðëàðûíû­ êîîðäèíàòàëàðûí áåðåäi. Äåìåê, 1 ê°ïì³øåñi °çåê-
òi­, àë nxn−1, (n− 1)xn−2, . . . , 2x, 1 ê°ïì³øåëåði äèôôåðåíöèàëäàó
îïåðàòîðäû­ áåéíåñiíi­ áàçèñòåði áîëàäû. Îñûäàí kerD = R0[X]
æºíå imD = Rn−1[X] î­àé øû¡àäû.
85.2-åñåï. 82.3-ìûñàëäà¡û B îïåðàòîðûíà îíû­ áåéíåñi ìåí °çå-
ãiíi­ áàçèñòåðií ©àòàð ©´ðó àëãîðèòìií ©îëäàíàéû©. Á´ë îïåðà-
òîðäû­ ìàòðèöàñûí áiç 83.2-ìûñàëäà òàï©àíáûç. Ñîíäû©òàí àë-
ãîðèòìíi­ 4-í´ñ©àóûíà áiðäåí ê°øóãå áîëàäû. Òåê b âåêòîðûíû­
êîîðäèíàòàëàðûí íà©òûëàó êåðåê. Ìûñàëû, b = (1, 2,−1)′ áîëñûí.
Îíäà




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 −1 −2
1 0 1
2 −1 0



∼




0 0 1
1 0 0
0 1 0

−1 −2 0
0 1 1

−1 0 2



∼




0 0 1
1 −2 0
0 1 0

−1 0 0
0 1 1

−1 2 2



∼

∼




0 0 1
1 −2 2
0 1 −1

−1 0 0
0 1 0

−1 2 0




= F. Îñûäàí K =




1
2

−1


 , I =



−1 0

0 1
−1 2


 .
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ÀÄåìåê, æàë¡ûç b âåêòîðû kerB °çåãiíi­, àë c = (−1, 0,−1)′, d =
(0, 1, 2)′ áà¡àíäàðû imB áåéíåñiíi­ áàçèñií ©´ðàéäû. Åíäåøå,

kerB = L(b), àë imB = L(c, d).

c⊥b æºíå d⊥b áîë¡àíäû©òàí imB = b⊥ òå­äiãi îðûíäàëàäû.

Áà©ûëàó ñ´ðà©òàðû

85.1-ñ´ðà©. dim X = 3, àë dim Y = 4 áîëñûí. A : X 7→ Y ñûçû©òû©
îïåðàòîðäû­ ðàíãi ©àíäàé ñàí áîëó ì³ìêií?
85.2-ñ´ðà©. dim X = 3, àë dim Y = 4 áîëñûí. A : X 7→ Y ñûçû©òû©
îïåðàòîðäû­ äåôôåêòi ©àíäàé ñàí áîëó ì³ìêií?
85.3-ñ´ðà©. dim X = 4, àë dim Y = 3 áîëñûí. A : X 7→ Y ñûçû©òû©
îïåðàòîðäû­ ðàíãi ©àíäàé ñàí áîëó ì³ìêií?
85.4-ñ´ðà©. dim X = 4, àë dim Y = 3 áîëñûí. A : X 7→ Y ñûçû©òû©
îïåðàòîðäû­ äåôôåêòi ©àíäàé ñàí áîëó ì³ìêií?
85.5-ñ´ðà©. X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­ °ëøåìäiëiãi òà© ñàí áîëñûí.
A : X 7→ X ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóiíi­ ðàíãi îíû­ äåôåêòiíå òå­
áîëàìà?
85.6-ñ´ðà©. dim X = n áîëñûí. A : X 7→ X ñûçû©òû© ò³ðëåí-
äiðóiíi­ ðàíãi ìåí äåôåêòòi­ r(A) − def(A) àéûðûìû ©àíäàé ñàí
áîëó ì³ìêií?
85.7-ñ´ðà©. S áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåð êå­iñòiãiíäåãi ºñåð åòåòií ºð
âåêòîð áåéíåñiíi­ ´çûíäû¡û áiðãå òå­ áîëàòûí ©àíäàé ñûçû©òû©
ò³ðëåíäiðóëåð áàð?
85.8-ñ´ðà©. S áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåð êå­iñòiãiíäåãi ºñåð åòåòií ºð
âåêòîð áåéíåñiíi­ ´çûíäû¡û áiðäåí àñïàéòûí ñûçû©òû© ò³ðëåíäi-
ðóëåðäi­ ìûñàëäàðû ©àíäàé?
85.9-ñ´ðà©. J : R3[X] 7→ R îïåðàòîðû J (f) =

∫ 1

0
f(x)dx åðåæå-

ñiìåí àíû©òàëñûí. Á´ë ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ áåéíåñi ìåí °çåãi
©àíäàé?
85.10-ñ´ðà©. Êåç êåëãåí ³çiëiññiç f ôóíêöèÿñû ³øií

J f =
∫ b

a

f(x)dx

åðåæåñiìåí àíû©òàë¡àí èíòåãðàëäàó J : C[−1,1] 7→ R ñûçû©òû©
ôóíêöèîíàëäû­ °çåãi à©ûðëû °ëøåìäi ìå?
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À�86. Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð¡à ©îëäàíûëàòûí
àìàëäàð.

Á´ë ïàðàãðàôòà ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ æèûíäàðûí ©àðàñ-
òûðûï, ñîë æèûíäàðäà áiðíåøå àìàë åíãiçåìiç. Ïàðàãðàôòû­ ñî­û-
íà äåéií X, Y , Z àð©ûëû ©àíäàé äà áið áåëãiëåíãåí P °ðiñi áîéûíøà
ñûçû©òû© êå­iñòiêòåð, àë L(X,Y ) àð©ûëû X êå­iñòiãií Y êå­iñòiãiíå
áåéíåëåòií áàðëû© ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð æèûíû áåëãiëåíåäi.

86.1-ò´æûðûì: À©ûðëû °ëøåìäi X æºíå Y ñûçû©òû© êå­iñòiê-
òåðiíäå ©àíäàé äà áið áàçèñòåð æ´áûí áåëãiëåó L(X, Y ) îïåðàòîð-
ëàð æèûíû ìåí Mk×n(P ) ìàòðèöàëàð æèûíû àðàñûíäà¡û áèåê-
òèâ ñºéêåñòiêòi àíû©òàéäû

Äºëåëäåó. X æºíå Y ñûçû©òû© êå­iñòiêòåðiíäå ©àíäàé äà áið
e1, e2, . . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk áàçèñòåð æ´áûí áåëãiëåï àëûï,
ϕ : L(X,Y ) 7→ Mk×n(P ) áåéíåëåóií ϕ(A) = Aqe åðåæåñiìåí àíû-
©òàéû©. Á´ë åðåæå áîéûíøà, ºðáið A ∈ L(X,Y ) ñûçû©òû© îïå-
ðàòîðûíà îíû­ Aqe ìàòðèöàñû ñºéêåñ ©îéûëàäû. 83.1- òåîðåìà ìåí
83.2-àíû©òàìàíû ©îëäàíûï, ϕ áåéíåëåóíi­ áèåêòèâ áîëàòûíûí ê°ð-
ñåòó î­àé.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ òå­äiãi ôóíêöèÿëàðäû­ òå­äiãiíåí
àéíûìàéäû: êåç êåëãåí x ∈ X ³øií áåéíåëåði òå­ áîëàòûí (ÿ¡íè,
Ax = Bx áîëàòûí) A,B ∈ L(X,Y ) îïåðàòîðëàð òå­ äåï àòàëàäû äà
A = B àð©ûëû áåëãiëåíåäi.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð¡à ©îëäàíûëàòûí ñûçû©òû©
àìàëäàð

86.2-àíû©òàìà: A,B ∈ L(X, Y ) îïåðàòîðëàðûíû­ ©îñûíäûñû äåï
êåç êåëãåí x ∈ X ³øií áåéíåñi (A + B)x = Ax + Bx åðåæåñiìåí
òàáûëàòûí îïåðàòîðäû àòàéìûç äà îíû A+B àð©ûëû áåëãiëåéìiç.

A + B ∈ L(X, Y ) ©àòûñûí òåêñåðó î­àé. Øûíûíäà, a, b ∈ X
©àíäàé äà áið áåðiëãåí âåêòîðëàð, àë α, β ∈ P êåç êåëãåí êîýôôè-
öèåíòòåð áîëñûí. Îíäà

(A+ B)(αa + βb) = A(αa + βb) + B(αa + βb) = αAa + βAb +
+ αBa + βBb = α(Aa +Ba) + β(Ab +Bb) = α(A+B)a + β(A+B)b.

Äåìåê, ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû ©îñó àìàëû L(X, Y ) æèûíûíäà
àëãåáðàëû© àìàë áîëàäû.
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À86.3-àíû©òàìà: A ∈ L(X, Y ) îïåðàòîðûíû­ α ∈ P êîýôôèöèåí-
òiíå ê°áåéòiíäiñi äåï êåç êåëãåí x ∈ X ³øií áåéíåñi (αA)x = α(Ax)
åðåæåñiìåí òàáûëàòûí îïåðàòîðäû àòàéìûç äà îíû αA àð©ûëû áåë-
ãiëåéìiç.

αA îïåðàòîðû ñûçû©òû© áîëàòûíûí áiç æàòòû¡ó ðåòiíäå î©ûð-
ìàíäàð¡à ©àëäûðàìûç.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð ñûçû©òû© êå­iñòiãi

L(X,Y ) ñûçû©òû© îïåðàòîðëàð æèûíû îïåðàòîðëàðäû ©îñó
æºíå °ðiñòi­ êîýôôèöèåíòòåðiíå ê°áåéòó àìàëäàðû áîéûíøà ò´é-
û©. Åíäåøå, 〈L(X, Y ),+, ·〉 ³øòiãi àëãåáðàëû© æ³éå áîëàäû. Ì´í-
äà¡û · ñèìâîëûìåí ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû P °ðiñiíi­ êîýôôèöè-
åíòòåðiíå ê°áåéòó àìàëû áåëãiëåíãåí.

86.4-òåîðåìà: 〈L(X, Y ), +, ·〉 àëãåáðàëû© æ³éåñi P °ðiñi áîéûíøà
ñûçû©òû© êå­iñòiê ©´ðàéäû æºíå á´ë êå­iñòiê ìàòðèöàëàðäû­
〈Mdim Y×dim X(P ), +, ·〉 ñûçû©òû© êå­iñòiãiíå èçîìîðô áîëàäû.

Äºëåëäåó. X æºíå Y ñûçû©òû© êå­iñòiêòåðäi­ ©àíäàé äà áið
e1, e2, . . . , en æºíå q1, q2, . . . , qk áàçèñòåð æ´áûí áåëãiëåï àëûï,
ϕ : L(X,Y ) 7→ Mk×n(P ) áèåêòèâ áåéíåëåóií 86.1-ò´æûðûìäà¡ûäàé
ϕ(A) = Aqe åðåæåñi áîéûíøà àíû©òàéû©.

ϕ áåéíåëåói ñûçû©òû© °ðíåêòåðäi ñà©òàéòûíûí ê°ðñåòåéiê. Êåç
êåëãåí A,B ∈ L(X,Y ) îïåðàòîðëàðû æºíå êåç êåëãåí α, β ∈ P êî-
ýôôèöèåíòòåði æºíå ºðáið ej , j = 1, n, áàçèñòiê âåêòîðû ³øií

(αA+ βB)ej = αAei + βBej .

Á´ë òå­äiêòi­ åêi æà¡ûíäà¡û âåêòîðëàðäû­ q1, q2, . . . , qk áàçèñiíäåãi
êîîðäèíàòàëû© áà¡àíäàðûí òå­åñòiðñåê, îíäà ϕ(αA+βB) ìàòðèöà-
ñûíû­ j-áà¡àíû ϕ(A) æºíå ϕ(B) ìàòðèöàëàðûíû­ j-áà¡àíäàðûíû­
α æºíå β êîýôôèöèåíòòåði áàð ñûçû©òû© °ðíåãi áîëàòûíäû¡ûí áië-
äiðåäi. Îñûäàí

ϕ(αA+ βB) = αϕ(A) + βϕ(B)

òå­äiãií àëàìûç. Äåìåê, ϕ áåéíåëåói L(X, Y ) æºíå Mk×n(P ) àë-
ãåáðàëû© æ³éåëåðiíi­ èçîìîðôèçìi áîëàäû. Mk×n(P ) àëãåáðàëû©
æ³éåñi ñûçû©òû© êå­iñòiê áîëãàíäû©òàí, î¡àí èçîìîðô L(X,Y ) àë-
ãåáðàëû© æ³éåñi äå ñûçû©òû© êå­iñòiê áîëàäû. Òåîðåìà äºëåëäåíäi.
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À86.4.1-ñàëäàð: dimL(X, Y ) = dim X × dim Y .

86.1-ìûñàë. Π àð©ûëû áiç á´ðûí¡ûäàé æàçû©òû©òà îðíàëàñ©àí
áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåðäi­ ñûçû©òû© êå­iñòiãií áåëãiëåéìiç. Π æà-
çû©òû¡ûíäà ©àíäàé äà áið OXY Äåêàðò êîîðäèíàòàëàð æ³éåñií
áåëãiëåï àëàéû©. 86.4.1-ñàëäàð áîéûíøà, dimL(Π,Π) = 4. Äåìåê,
Π æàçû©òû©¡ûíû­ êåç êåëãåí ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðói ò°ðò ñûçû©-
òû© ò³ðëåíäiðóäi­ ñûçû©òû© °ðíåêòåðiíå òå­. Ñîíäàé ò°ðò ò³ðëåí-
äiðóäi­ áið ìûñàëû: OX àáñöèñ °ñiíå P1 îðòîãîíàë ïðîåêöèÿëàó,
OY îðäèíàò °ñiíå P2 îðòîãîíàë ïðîåêöèÿëàó, æàçû©òû©òû 90 ãðà-
äóñ©à O àéíàëàñûíäà Φπ

2
á´ðó, y = x ò³çóiíå ©àðà¡àíäà S ñèì-

ìåòðèÿ æàñàó. Á´ë ò°ðò ò³ðëåíäiðó L(Π,Π) êå­iñòiãiíäå ñûçû©òû©
òºóåëñiç áîëàòûíûí ê°ðñåòó ©èûí åìåñ. Îë ³øií 86.4-òåîðåìàäà¡û
èçîìîðôèçìäi ïàéäàëàíó áîëàäû. OXY êîîðäèíàòàëàð æ³éåñøíi­
i, j Äåêàðò áàçèñiíäå

P1 =
(

1 0
0 0

)
, P2 =

(
0 0
0 1

)
, S =

(
0 1
1 0

)
, F =

(
0 −1
1 0

)

ìàòðèöàëàðû ñîë îïåðàòîðëàðäû­ ìàòðèöàëàðû áîëàäû. Èçîìîð-
ôèçìíi­ ©àñèåòòåðií ïàéäàëàíûï, P1, P2, S, F ìàòðèöàëàðûíû­ ñû-
çû©òû© òºóåëñiçäiãií ê°ðñåòóiìiç êåðåê. Àë M2×2(R) êå­iñòiãi ìåí
R4 êå­iñòiãi àðàñûíäà °òå ©àðàïàéûì èçîìîðôèçì áàð. Ñîë èçîìîð-
ôèçì P1, P2, S, F ìàòðèöàëàðûíà ñûçû©òû© òºóåëñiç

p1 = (1, 0, 0, 0), p2 = (0, 0, 0, 1), s = (0, 1, 1, 0), f = (0,−1, 1, 0)

æîëäàð æ³éåñií ñºéêåñ ©îÿäû.
Ñîíûìåí, Π æàçû©òû¡ûíû­ êåç êåëãåí ñûçû©òû© òóðëåíäiðói

åêi îðòîãîíàë ïðîåêöèÿëàó, áið ñèììåòðèÿ ìåí áið á´ðóäû­ ñûçû-
©òû© °ðíåãi áîëàäû.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû °çàðà ê°áåéòó àìàëû

86.5-àíû©òàìà: X,Y, Z ³øåói äå P °ðiñi áîéûíøà ©àíäàé äà áið
ñûçû©òû© êå­iñòiêòåð áîëñûí. A : X 7→ Y îïåðàòîðûíû­ B : Y 7→ Z
îïåðàòîðûíà ê°áåéòiíäiñi äåï êåç êåëãåí x ∈ X ³øií Cx = B(Ax)
áîëàòûíäàé C : X 7→ Z îïåðàòîðûí àòàéìûç. A îïåðàòîðûíû­ B
îïåðàòîðûíà ê°áåéòiíäiñií B ◦ A íåìåñå ©ûñ©àøà BA àð©ûëû áåë-
ãiëåéìiç.

BA îïåðàòîðû A æºíå B áåéíåëåóëåðiíi­ êºäiìãi ñóïåðïîçèöèÿ
(êîìïîçèöèÿ) áîëàòûíû àé©ûí.
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ÀÅãåð A ∈ L(X,Y ), B ∈ L(Y, Z) áîëñà, îíäà B ◦ A ∈ L(X, Z).
Øûíûíäà äà, êåç êåëãåí a, b ∈ X æºíå êåç êåëãåí α, β ∈ P ³øií

B ◦ A(αa + βb) = B(A(αa + βb)) = B(αAa + βAb) =
= αB(Aa) + βB(Ab) = αB ◦ Aa + βB ◦ Ab.

X = Y = Z äåðáåñ æà¡äàéäà ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ ê°áåéòií-
äiñi L(X, X) æèûíûíäà àëãåáðàëû© àìàë áîëàäû.

Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ ñà©èíàñû

X ©àíäàé äà áið n °ëøåìäi ñûçû©òû© êå­iñòiê áîëñûí. L(X,X)
ñûçû©òû© ò³ðëåíäºðóëåð æèûíû îïåðàòîðëàðäû ©îñó æºíå °çàðà
ê°áåéòó àìàëäàðû áîéûíøà ò´éû©. Åíäåøå, 〈L(X,X), +, ◦〉 ³øòiãi
àëãåáðàëû© æ³éå áîëàäû.

86.6-òåîðåìà: 〈L(X, X),+, ◦〉 àëãåáðàëû© æ³éå áiðëiãi áàð ñà©èíà
áîëàäû æºíå á´ë ñà©èíà ìàòðèöàëàðäû­ 〈Mn(P ),+, ·〉 ñà©èíàñûíà
èçîìîðô.

Äºëåëäåó. X ñûçû©òû© êå­iñòiãiíi­ ©àíäàé äà áið e1, e2, . . . , en

áàçèñií áåëãiëåï àëûï, ϕ : L(X, X) 7→ Mn(P ) áèåêòèâ áåéíåëåóií
86.1-ò´æûðûìäà¡ûäàé ϕ(A) = Ae åðåæåñi áîéûíøà àíû©òàéû©.

ϕ áåéíåëåói ©îñó àìàëûí ñà©òàéòûíû 86.4-òåîðåìàäà ê°ðñåòië-
ãåí. Åíäi ϕ îïåðàòîðëàðäû ◦ ê°áåéòó àìàëûí ñà©òàéòûíûí äºëåë-
äåéiê. ϕA ìàòðèöàñûíû­ ýëåìíòòåði αij , i = 1, n, j = 1, n, áîëñûí,
àë ϕB ìàòðèöàñûíû­ áà¡àíäàðûí b1, b2, . . . , bn áåëãiëåéiê. Îíäà êåç
êåëãåí j = 1, n ³øií

(B ◦ A)ej = B(Aej) = B(α1je1 + α2je2 + · · ·+ αnjen) =
= α1jBe1 + α2jBe2 + · · ·+ αnjBen.

Åíäi îñû òå­äiêòåðäå âåêòîðëàð îðíûíà îëàðäû­ e1, e2, . . . , en áà-
çèñiíäåãi êîîðäèíàòàëàðûí ©îéñà©, îíäà

((B ◦ A)ej)e = α1j(Be1)e + α2j(Be2)e + · · ·+ αnj(Ben)e =

= α1jb
1 + α2jb

2 + · · ·+ α1nbn

êîîðäèíàòàëû© áà¡àíäàðäû­ òå­äiêòåðií àëàìûç. ϕ(B◦A) ìàòðèöà-
ñûíû­ j-áà¡àíû ((B ◦ A)ej)e áà¡àíûíà òå­, àë (36.8)-ôîðìóëà áîé-
ûíøà, α1jb

1 + α2jb
2 + · · · + α1nbn ñûçû©òû© °ðíåãi ϕ(B) · ϕ(A) ê°-

áåéòiíäiñiíi­ j-áà¡àíûíà òå­. Äåìåê, ϕ(B ◦ A) = ϕ(B) · ϕ(A).
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Àϕ èçîìîðôèçì, àë 〈Mn(P ), +, ·〉 áiðëiãi áàð ñà©èíà áîë¡àíäû©-
òàí, 〈L(X, X), +, ◦〉 àëãåáðàëû© æ³éåñi äå áiðëiãi áàð ñà©èíà áîëà-
äû. ϕ áåéíåëåó E áiðëiê îïåðàòîðûíà áiðëiê ìàòðèöàíû, àë O í°ë-
äiê îïåðàòîðûíà í°ëäiê ìàòðèöàíû ñºéêåñ ©îÿòûíû àé©ûí. Òåîðåìà
äºëåëäåíäi.

86.1-åñêåðòó. 〈L(X, X), +, ◦〉 ñà©èíàñû, æàëïû àéò©àíäà, êîììó-
òàòèâ åìåñ. Ìûñàëû, åãåð S êå­iñòiãiíäå êîîðäèíàòàëàðäû­ OXY Z
Äåêàðò æ³éåñi áåðiëiï, A îïåðàòîðû S êå­iñòiãiíi­ OX °ñiíi­ àéíà-
ëàñûíäà OY °ñiíåí OZ °ñiíå ©àðàé π

2 á´ðûø©à á´ðó, àë B îïåðàòîðû
S êå­iñòiãiíi­ OZ °ñiíi­ àéíàëàñûíäà OX °ñiíåí OY °ñiíå ©àðàé π

2
á´ðûø©à á´ðó áîëñà, îíäà A ◦ B 6= B ◦ A. Øûíûíäà äà, åãåð i, j, k
áåðiëãåí OXY Z æ³éåñiíi­ Äåêàðò áàçèñi áîëñà, îíäà

(A ◦ B)i = A(Bi) = Aj = k, (BBB ◦ A)i = BBB(Ai) = Bi = j.

86.2-åñêåðòó. 〈X, P 〉 ñûçû©òû© êå­iñòiêòiãiíi­ êåç êåëãåí α ýëåìåí-
òi æºíå êåç êåëãåí A,B ∈ L(X, X) ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóëåði ³øií

α(A ◦ B) = (αA) ◦ B = A ◦ (αB)

òå­äiêòåði à©è©àò.

Á´ë ïàðàãðàôòà äºëåëäåíãåí 86.4- æºíå 86.6- èçîìîðôèçì òó-
ðàëû òåîðåìàëàðäû­ ìà­ûçû çîð. Îëàð ©îñó, êîýôôèöèåíòêå ê°-
áåéòó æºíå °çàðà ê°áåéòó àìàëäàðûíà ©àðà¡àíäà ñûçû©òû© îïåðà-
òîðëàðäû­ æºíå ìàòðèöàëàðäû­ ©àñèåòòåði áiðäåé áîëàòûíûí ê°ð-
ñåòåäi. Îñû àìàëäàð òóðàëû îïåðàòîðëàð¡à îðûíäàëàòûí òå­äiê-
òåð, ò´æûðûìäàð, òåîðåìàëàð, ò.ñ.ñ. ìàòðèöàëàð¡à äà îðûíäàëàäû
æºíå, êåðiñiíøå, ìàòðèöàëàð¡à à©è©àò ñ°éëåìäåð ñûçû©òû© îïåðà-
òîðëàð¡à äà à©è©àò. Ìûñàëû B = α0E + α1A + α2A2 + · · · + αnAn

áîëñûí. Á´ë æåðäå A ∈ L(X,X) ©àíäàé äà áið 〈X,P 〉 ñûçû©òû©
êå­iñòiêòiãiíi­ ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðói, àë αi, i = 0, n, êîýôôèöèåíò-
òåði P °ðiñiíi­ êåç êåëãåí ýëåìåíòòåði. B æºíå A àð©ûëû B æºíå A
îïåðàòîðëàðûíû­ X êå­iñòiãiíi­ ©àíäàé äà áið e1, e2, . . . , en áàçèñií-
äåãi ìàòðèöàëàðû áîëñûí. Îíäà B = α0E+α1A+α2A

2+ · · ·+αnAn.
Åãåð f àð©ûëû α0 + α1x + α2x

2 + · · ·+ αnxn ê°ïì³øåñií áåëãiëåñåê,
îíäà B = f(A) îïåðàòîðëû© ê°ïì³øåñiíi­ ìàòðèöàñû B = f(A)
ìàòðèöàëû© ê°ïì³øåñi áîëàäû. Ì´íû áiç (f(A))e = f((A)e) ò³ðií-
äå æàç¡àíûìûç çà­äû.

Áà©ûëàó ñ´ðà©òàðû
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À86.1-ñ´ðà©. A ñûçû©òû© îïåðàòîðûí ©àíäàé äà áið α êîýôôèöè-
åíòêå ê°áåéòêåíäå îäàí îíû­ áåéíåñi, °çåãi, ðàíãi, äåôôåêòi ©àëàé
°çãåðåäi?
86.2-ñ´ðà©. Åãåð A ñûçû©òû© ò³ðëåíäiðóiíå E îïåðàòîðûí ©îññà©,
îíäà îäàí áåéíåñi, °çåãi, ðàíãi, äåôôåêòi ©àëàé °çãåðåäi?
86.3-ñ´ðà©. dim X = 1 áîëñà, îíäà dimL(X, X) ©àíäàé áîëàäû
æºíå L(X, X) æèûíûíäà¡û ò³ðëåíäiðóëåð ©àëàé ñèïàòòàëàäû?
86.4-ñ´ðà©. L(Π,Π) êå­iñòiãiíi­ áàçiñií òåê ºðò³ðëi á´ðûøòàð¡à
á´ðó îïåðàòîðëàðûíàí ©³ðàñòûðó¡à áîëà ìà?
86.5-ñ´ðà©. S áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåð êå­iñòiãi áîëñûí. L(S, S) êå-
­iñòiãiíi­ °ëøåìäiëiãi ©àíäàé?
86.6-ñ´ðà©. Π æàçû©òû¡ûíäà êåç êåëãåí åêi á´ðó êîììóòàòèâ ïà?
86.7-ñ´ðà©. 〈L(Π, Π), +, ◦〉 ñà©èíàñû êîììóòàòèâ ïà?
86.8-ñ´ðà©. 〈L(S, S), +, ◦〉 ñà©èíàñûíäà í°ë á°ëãiøòåði áàð ìà?
86.9-ñ´ðà©. 〈L(S, S), +, ◦〉 ñà©èíàñûíäà ê°áåéòó àìàëûíà ©ûñ©àð-
òó åðåæåñi çà­äû ìà? ß¡íè S áà¡ûòòàë¡àí êåñiíäiëåð êå­iñòiãiíi­ êåç
êåëãåí A 6= O, B, C ò³ðëåäiðóëåði ³øií B = C òå­äiãi A ◦ B = A ◦ C
òå­äiãiíi­ ñàëäàðû áîëà ìà?

�87. Åðåêøå åìåñ îïåðàòîðëàð òîáû
87.1-àíû©òàìà: kerA °çåãi æà¡ûç í°ëäiê âåêòîðäàí ò´ðàòûí A ∈
L(X, X) òiðëåíäiðói åðåêøå åìåñ îïåðàòîð äåï àòàëàäû.

�ëáåòòå, ºðáið ñûçû©òû© îïåðàòîðäû­ °çåãiíäå í°ëäiê âåêòîð
áàð. Äåìåê, åðåêøå îïåðàòîðäû­ °çåãiíäå í°ëäåí °çãå âåêòîðëàð
áàð äà, àë åðåêøå åìåñ îïåðàòîðäû­ °çåãiíäå í°ëäiê âåêòîðäàí °çãå
âåêòîëàð æî©.

85.1�85.4-ìûñàëäàðäà λE ñêàëÿð îïåðàòîðû (λ 6= 0 áîë¡àíäà)
æºíå Φϕ á´ðó îïåðàòîðû åðåêøå åìåñ, àë ©àë¡àí åêi îïåðàòîð åðåê-
øå îïåðàòîð áîëàäû.

87.2-òåîðåìà: A ∈ L(X, X) îïåðàòîðû 〈X,P 〉 ñûçû©òû© êå­iñòi-
ãiíi­ ©àíäàé äà áið ò³ðëåíäiðói áîëñûí. Îíäà êåëåñi ò´æûðûìäàð
ïàðà-ïàð:

(1) A îïåðàòîðû åðåêøå åìåñ;

(2) def(A) = 0;
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À(3) r(A) = dimX;

(4) imA = X, äåìåê A îïåðàòîðû ñþðúåêòèâ áåéíåëåó;

(5) A îïåðàòîðû èíúåêòèâ áåéíåëåó;

(6) A îïåðàòîðûíû­ áàðëû© ìàòðèöàëàðû åðåêøå åìåñ.

Äºëåëäåó. Åðåêøå åìåñ îïåðàòîðäû­ 87.1-àíû©òàìà ìåí 85.6-
òåîðåìà áîéûíøà, (1)�(4)-ò´æûðûìäàðäû­ ïàðà-ïàð áîëàòûíû àé-
©ûí.

(1)- æºíå (5)-ò´æûðûìäàðäû­ ïàðà-ïàð áîëàòûíûí ê°ðñåòåéiê.
ÅãåðA åðåêøå åìåñ îïåðàòîð æºíå x1, x2 ∈ X åêi âåêòîð ³øiíAx1 =
Ax2 áîëñà, îíäà θ = Ax1−Ax2 = A(x1−x2). Äåìåê, x1−x2 ∈ kerA =
{θ}. Åíäåøå, x1 = x2. Ñîíûìåí, A îïåðàòîðû èíúåêòèâ áåéíåëåó
áîëàäû. Êåðiñiíøå, åãåð A èíúåêòèâ áåéíåëåó áîëñà, îíäà kerA =
{θ}. �éòêåíi Aθ = θ òå­äiãi êåç êåëãåí ñûçû©òû© îïåðàòîðòîð¡à
îðûíäàëàäû.

(3) æºíå (6) ïàðà-ïàð áîëàòûíû 85.5-ò´æûðûì æºíå ìàòðèöà-
íû­ åðåêøå åìåñ áîëó êðèòåðèéëåðiíåí (47.2-òåîðåìà æºíå 42.3.2-
ñàëäàðäàí) øû¡àäû.

87.1-åñêåðòó. Ñûçû©òû© îïåðàòîðëàðäû­ èíúåêòèâ æºíå ñþðúåê-
òèâ ©àñèåòòåði ïàðà-ïàð áîëàòûíûíà åðåêøå íàçàð àóäàðà êåòåéiê.

87.3-òåîðåìà: n °ëøåìäi 〈X,P 〉 ñûçû©òû© êå­iñòiêòiãiíi­ åðåê-
øå åìåñ ò³ðëåíäiðóëåði °çàðà ê°áåéòó àìàëû áîéûíøà òîï ©´ðàé-
äû. Ñîë òîï ýëåìåíòòåði P °ðiñiíåí àëûí¡àí n-ðåòòi GL(n, P )
åðåêøå åìåñ ìàòðèöàëàð òîáûíà èçîìîðô. Îñû ñåáåïòåí GL(n, P )
òîáû n-ðåòòi ìàòðèöàëàð ñûçû©òû© òîáû äåï àòàëàäû.

Äºëåëäåó 86.6- æºíå 87.2-òåîðåìàëàð¡à ñ³éåíåäi. GL(n, P ) òîáû
〈Mn(P ), +, ·〉 ñà©èíàñûíû­ êåði àéíàëûìäû ýëåìåíòòåð òîáû áîëà-
òûíû 42.3.2-ñàëäàðäàí øû¡àäû: øàðøû ìàòðèöà êåði àéíàëûìäû
áîëó ³øií îíû­ ðàíãi ðåòiíå òå­ áîëóû ©àæåòòi æºíå æåòêiëiê-
òi. Ñîíäû©òàí, åðåêøå åìåñ îïåðàòîðëàð æèûíû 〈L(X, X), +, ◦〉
ñà©èíàñûíäà îïåðàòîðëàðäû °çàðà ê°áåéòó æºíå êåðiëåó àìàëäà-
ðû áîéûíøà ò´éû© áîëóû ñîíûìåí ©àòàð åðåêøå åìåñ îïåðàòîð-
ëàð êåðiëåíåòií îïåðàòîðëàð¡à äºëìå äºë êåëåòiíií ê°ðñåòóiìiç æåò-
êiëiêòi. Îíäàé áîë¡àíäà 86.6-òåîðåìàäà¡û èçîìîðôèçì ©àðàñòûðû-
ëûï îòûð¡àí òîïòàðäû­ äà èçîìîðôèçìi áîëûï øû¡àäû.
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À87.2-òåîðåìà áîéûíøà, åðåêøå åìåñ ñûçû©òû© îïåðàòîð X ñû-
çû©òû© êå­iñòiãií °çiíå áåéíåëåéòií ñûçû©òû© ©àñèåòi áàð áèåê-
öèÿ. Äåìåê, ñûçû©òû© îïåðàòîð X ñûçû©òû© êå­iñòiãií °çiíå °çií
áåéíåëåéòií èçîìîðôèçì áîëûï òàáûëàäû. Îíäàé èçîìîðôèçìäåð-
äi àâòîìîðôèçì äåï àòàéäû. Èçîìîðôèçìäåð ©àñèåòòåði áîéûíøà,
àâòîìîðôèçìãå êåði áåéíåëåó àâòîìîðôèçì áîëàäû æºíå åêi àâòî-
ìîðôèçìíi­ ê°áåéòiíäiñi ©àéòàäàí àâòîìîðôèçì áîëàäû. Ñîíûìåí,
åðåêøå åìåñ îïåðàòîðëàð ◦ ê°áåéòó àìàëû áîéûíøà òîï ©´ðàéäû.

�ðèíå, ºðáið àâòîìîðôèçì êåðiëåíåòií ñûçû©òû© îïåðàòîð áî-
ëàäû. Êåðiñiíøå, A îïåðàòîðû 〈L(X,X),+, ◦〉 ñà©èíàñûíû­ êåðiëå-
íåòií ýëåìåíòi áîëñûí, ÿ¡íè áið B ∈ L(X, X) ³øií A◦B = B ◦A = E
òå­äiêòåði îðûíäàëñûí. �àíäàé äà áið x ∈ X âåêòîð ³øií Ax = θ
áîëñûí. Îñû òå­äiêòi­ åêi æà¡ûíà äà B îïåðàòîðûí ©îëäàíàéû©.
Îíäà

B(Ax) = (B ◦ A)x = Ex = x æºíå Bθ = θ.

Åíäåøå x = θ. Äåìåê, A îïåðàòîðû åðåêøå åìåñ. Äºë îñûíäàé æîë-
ìåí B îïåðàòîðûíû­ åðåêøå åìåñòiãií àëàìûç. Òåîðåìà äºëåëäåíäi.

Áà©ûëàó ñ´ðà©òàðû

87.1-ñ´ðà©. dim X = 1 áîëñûí. L(X,X) ñà©èíàñûíäà¡û êåðiëå-
íåòií îïåðàòîðëàð òîáû êîììóòàòèâ áîëà ìà?
87.2-ñ´ðà©. dim X = 2 áîëñûí. L(X,X) ñà©èíàñûíäà¡û êåðiëå-
íåòií îïåðàòîðëàð òîáû êîììóòàòèâ áîëà ìà?
87.3-ñ´ðà©. dim X = 3 áîëñûí. L(X,X) ñà©èíàñûíäà¡û êåðiëå-
íåòií îïåðàòîðëàð òîáû êîììóòàòèâ áîëà ìà?
87.4-ñ´ðà©. Æàçû©òû©òû­ Φϕ á´ðó îïåðàòîðûíà ©àíäàé îïåðàòîð
êåði áîëàäû?
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