ВЕЙЕРШТРАСС ТЕОРЕМАСЫ

Тиімділік есебін қарастырайық:  

                                      
[image: image1.wmf](

)

.

,

inf,

n

E

U

U

u

u

J

Ì

Î

®

                                   (1)

[image: image2.wmf]*

*

U

u

Î

 нүктесін және 
[image: image3.wmf](

)

u

J

J

U

u

Î

=

inf

*

  шамасын табу қажет. Егер 
[image: image4.wmf]Æ

¹

*

U

 онда 
[image: image5.wmf](

)

(

)

u

J

u

J

J

U

u

Î

=

=

min

*

*

 екендігін байқаймыз. Енді  
[image: image6.wmf]{

}

Æ

¹

=

Î

=

Î

)

(

min

)

(

|

*

*

*

u

J

u

J

U

u

U

U

u

  үшін U  жиынындағы 
[image: image7.wmf](

)

u

J

  функциясына қандай талаптар қойылуы мүмкін? Бұл сұраққа жауап беру үшін компакт  жиын және U  жиынындағы 
[image: image8.wmf](

)

u

J

 функциясының төменнен жартылай үзіліссіздігі ұғымын енгізейік.  

Компакт жиындар.  Мәселен  
[image: image9.wmf]{

}

n

k

E

u

Ì

  қандай да бір тізбек болсын.

Онда еске сала кететініміз: а) егер 
[image: image10.wmf]v

u

m

k

m

=

¥

®

lim

 орындалатын  
[image: image11.wmf]{

}

m

k

u

 тізбекшесі табылатын болса, онда 
[image: image12.wmf]n

E

v

Î

 нүктесі 
[image: image13.wmf]{

}

k

u

 тізбегінің шекті нүктесі деп аталады; 

б) барлық 
[image: image14.wmf],...

2

,

1

=

k

 үшін  
[image: image15.wmf]M

u

k

£

|

|

 болатын 
[image: image16.wmf]0

³

M

 саны табылса, онда 
[image: image17.wmf]{

}

n

k

E

u

Ì

 тізбегін шектелген дейміз;

 в) егер барлық 
[image: image18.wmf]U

u

Î

 үшін 
[image: image19.wmf]R

u

£

|

|

 орындалатын  
[image: image20.wmf]0

³

R

 саны табылса, онда  
[image: image21.wmf]n

E

U

Î

жиыны шектелген делінеді;

г) егер 
[image: image22.wmf]n

E

v

Î

нүктесінің кез келгек 
[image: image23.wmf]e

 - аймағы (O(V, 
[image: image24.wmf]e

) жиыны) U жиынының 
[image: image25.wmf]v

- дан өзге нүктелерін қамтыса, онда 
[image: image26.wmf]v

 нүктесі U  жиынының шекті нүктесі деп аталады; 

д) U жиынының кез келген 
[image: image27.wmf]v

 шекті нүктесі үшін 
[image: image28.wmf]v

u

k

k

=

¥

®

lim

 болатын 
[image: image29.wmf]{

}

U

u

k

Ì

 тізбегі табылады;

е) егер 
[image: image30.wmf]n

E

U

Î

 жиыны өзінің барлық шекті нүктелерін қамтыса, онда бұл жиын тұйық жиын деп аталады.

1 анықтама. Егер кез келген  
[image: image31.wmf]{

}

U

u

k

Ì

 тізбегі ең болмағанда бір шекті 
[image: image32.wmf]n

 нұктесін қамтыса және 
[image: image33.wmf]U

v

Î

, онда 
[image: image34.wmf]n

E

U

Î

  жиыны компакт жиын деп аталады.

Бұл анықтама математикалық анализ курсындағы "кез келген шектелген, әрі тұйық жиын - компакт жиын" деген тұжырыммен мағыналас екендігін көреміз. Шынында да, Больцано-Вейерштрасс теоремасына сай кез келген шектелген тізбектің ең болмағанда бір шекті нүктесі бар (U  жиыны шектелген), ал 
[image: image35.wmf]U

v

Î

 тиістілігінен U  жиынының тұйықтығы шығады. 

Төменнен жартылай үзіліссіздік. Мәселен, 
[image: image36.wmf]{

}

n

k

E

u

Ì

 қандай да бір тізбек десек. Онда 
[image: image37.wmf]{

}

(

)

{

}

k

k

u

J

J

=

- сандық тізбек. Біз: а) егер 
[image: image38.wmf],...

3

,

2

,

1

,

=

³

k

J

k

a

 болатын 
[image: image39.wmf]a

 саны табылса, онда 
[image: image40.wmf]{

}

k

J

 сандық тізбегі төменнен шектелгендігін; б) егер мына шек 
[image: image41.wmf]-¥

=

¥

®

m

k

m

J

lim

 болатын  
[image: image42.wmf]{

}

m

k

J

 тізбекшесі табылса, онда  
[image: image43.wmf]{

}

k

J

  сандық тізбегі төменнен шектелмегендігін байқаймыз. 

2 анықтама. Егер

1) 
[image: image44.wmf]a

J

m

k

m

=

¥

®

lim

 орындалатын 
[image: image45.wmf]{

}

m

k

J

 тізбекшесі табылса; 

2) 
[image: image46.wmf]{

}

k

J

 тізбегінің басқа барлық шекті нүктелері 
[image: image47.wmf]a

 шамасынан кем болмаса, онда 
[image: image48.wmf]a

 шамасы төменнен шектелген 
[image: image49.wmf]{

}

m

k

J

 сандық тізбегінің төменгі шегі деп аталады. Белгіленуі: 
[image: image50.wmf]a

J

k

k

=

¥

®

lim


1  мысал,  Айталық ,  
[image: image51.wmf],...

1

,

0

,

)

1

(

1

=

-

+

=

k

J

k

k

 болсын.  Онда 
[image: image52.wmf]0

=

a

.

З анықтама.  Егер кез келген, шегі 
[image: image53.wmf]u

u

k

k

=

¥

®

lim

 болатын   
[image: image54.wmf]{

}

U

u

k

Ì

 тізбегі

үшін 
[image: image55.wmf](

)

(

)

u

J

u

J

k

k

³

¥

®

lim

  теңсіздігі орындалса, онда  
[image: image56.wmf]n

E

U

Ì

 жиынында анықталған 
[image: image57.wmf](

)

u

J

 функциясын  
[image: image58.wmf]U

u

Î

 нүктесінде төменнен жартылай үзіліссіз дейміз. Егер 
[image: image59.wmf](

)

u

J

 функциясы U  жиынының барлық нүктелерінде төменнен жартылай үзіліссіз болса, онда ол U  жиынында төменнен жартылай үзіліссіз болғаны.

2 мысал. 
[image: image60.wmf]{

}

,

1

1

|

1

+

£

£

-

Î

=

u

E

u

U

         
[image: image61.wmf]î

í

ì

=

-

£

<

=

0

,

1

1

|

|

0

,

)

(

2

u

u

u

u

J



[image: image62.wmf](

)

u

J

 функциясы 
[image: image63.wmf]1

0

£

<

u

 жиынында үзіліссіз, демек ол берілген жиында төменнен жартылай үзіліссіз. 
[image: image64.wmf](

)

u

J

 функциясының 
[image: image65.wmf]0

=

u

 нүктесінде төменнен жартылай үзіліссіздігін көрсетейік. Шынында да, 
[image: image66.wmf]{

}

,...

2

,

1

,

/

1

=

k

k

  тізбегі U жиынында жатады.  Берілген тізбектің шегі нөлге тең. 
[image: image67.wmf](

)

{

}

{

}

2

/

1

k

u

J

k

=

 сандық тізбек, әрі 
[image: image68.wmf](

)

(

)

0

lim

lim

=

=

¥

®

¥

®

k

k

k

k

u

J

u

J

. Демек, 
[image: image69.wmf](

)

1

0

lim

-

>

=

¥

®

k

k

u

J

. Яғни    
[image: image70.wmf](

)

u

J

    функциясы  U  жиынында төменнен жартылай үзіліссіз.

Дәл осылай 
[image: image71.wmf](

)

u

J

 функциясының U жиынында жоғарыдан жартылай үзіліссіздігі ұғымын да енгізуге болады. Егер , 
[image: image72.wmf](

)

u

J

  функциясы 
[image: image73.wmf]U

u

Î

 нүктесінде төменнен де, жоғарыдан да жартылай үзіліссіз болса, онда ол берілген нүктеде үзіліссіз болғаны.

U  жиынындағы 
[image: image74.wmf](

)

u

J

 функциясының төменнен жартылай үзіліссіздігін тексерудің ең ыңғайлы төсілін келесі леммадан аламыз. 

Лемма.  J(u) функциясы тұйық 
[image: image75.wmf]n

E

U

Ì

 жиынында анықталсын. Осы 
[image: image76.wmf](

)

u

J

 функциясы U  жиынында төменнен жартылай үзіліссіз болуы үшін Лебег жиыны 
[image: image77.wmf](

)

(

)

{

}

c

u

J

E

u

c

M

n

£

Î

=

/

  барлық  
[image: image78.wmf]1

E

C

Î

 кезінде тұйық болуы қажетті және жеткілікті. 

Дәлелі. Қажеттілігі.  
[image: image79.wmf](

)

u

J

 функциясы 
[image: image80.wmf]U

тұйық жиынында төменнен жартылай үзіліссіз. Енді барлық 
[image: image81.wmf]1

E

C

Î

  кезінде  М(С) жиыны тұйық екендігін көрсетейік. (Бос жиын тұйық жиын болып саналатындығын байқаймыз).  
[image: image82.wmf])

(

~

C

M

n

 жиынының кез келген шекті нүктесі болсын. Шекті нүкте анықтамасынан 
[image: image83.wmf]n

 нүктесіне жинақталатын 
[image: image84.wmf]{

}

)

(

C

M

u

k

Ì

 тізбегі табылатындығы шығады. Мына 
[image: image85.wmf]{

}

)

(

C

M

u

k

Ì

 тиістіліктен шығатыны: 
[image: image86.wmf],...

2

,

1

,

)

(

=

£

k

C

u

J

k

 . Осыдан 
[image: image87.wmf]{

}

U

u

k

Ì

 және 
[image: image88.wmf]U

 -да 
[image: image89.wmf](

)

u

J

 төменнен жартылай үзіліссіздігін ескере отырып, алатынымыз:  
[image: image90.wmf]C

u

J

v

J

k

k

£

£

¥

®

)

(

lim

)

(

. Демек, 
[image: image91.wmf])

(

C

M

v

Î

 жиынының тұйықтығы дәлелденді.

Жеткіліктілігі. 
[image: image92.wmf])

(

~

C

M

n

- тұйық жиын, ал 
[image: image93.wmf])

(

C

M

 жиыны барлық 
[image: image94.wmf]1

E

C

Î

 кезінде тұйық 
[image: image95.wmf](

)

u

J

 функциясының U - да төменнен жартылай үзіліссіз екендігін көрсетейік. Мәселен, 
[image: image96.wmf]{

}

U

u

k

Ì

тізбегі 
[image: image97.wmf]U

u

Î

 нүктесіне жинақталсын. 
[image: image98.wmf](

)

{

}

k

u

J

 сандық тізбегін қарастырамыз. 
[image: image99.wmf](

)

k

k

u

J

a

¥

®

=

lim

 дейік.   Төменгі шек   анықтамасынан 
[image: image100.wmf](

)

a

u

J

m

k

m

=

¥

®

lim

 орындалатын 
[image: image101.wmf](

)

{

}

m

k

u

J

 тізбекшесі табылады. Демек,   кез келген мейілінше аз 
[image: image102.wmf]0

>

e

 үшін 
[image: image103.wmf]N

m

>

 кезінде  
[image: image104.wmf](

)

e

+

£

a

u

J

m

k

  орындалатын 
[image: image105.wmf])

(

e

N

N

=

 нөмірі табылады. Осыдан  
[image: image106.wmf],

lim

u

u

m

k

m

=

¥

®


[image: image107.wmf])

(

e

+

Î

a

M

u

m

k

 болғандықтан   алатынымыз: 
[image: image108.wmf](

)

e

+

£

a

u

J

. Ендеше  
[image: image109.wmf]0

>

e

 еркін сан болғандықтан, келесі теңсіздікті аламыз: 
[image: image110.wmf](

)

(

)

a

u

J

u

J

k

k

=

£

¥

®

lim

, яғни 
[image: image111.wmf](

)

u

J

    функциясы 
[image: image112.wmf]U

u

Î

 нүктесінде төменнен жартылай үзіліссіз. U  жиынының тұйықтығынан болғандықтан, 
[image: image113.wmf](

)

u

J

 функциясы кез келген 
[image: image114.wmf]U

u

Î

 нүктесінде төменнен жартылай үзіліссіз. Лемма дәлелденді.

Дербес жағдайда  
[image: image115.wmf]*

J

C

=

 кезінде  осы  леммадан 
[image: image116.wmf](

)

(

)

{

}

*

*

*

,

/

U

J

u

J

U

u

E

u

J

M

n

=

£

Î

Î

=

 жиынының тұйық екендігі байқалады.

1 теорема. 
[image: image117.wmf](

)

u

J

 функциясы компакт 
[image: image118.wmf]n

E

U

Ì

 жиынында анықталған, ақырлы   және төменнен жартылай үзіліссіз дейік. Онда


[image: image119.wmf](

)

(

)

{

}

u

J

J

U

u

E

u

U

u

J

J

U

u

n

U

u

Î

Î

=

Î

Î

=

-¥

>

=

min

,

,

inf

*

*

*

*

*


жиыны бос емес, компакт жиын және кез келген минимумдаушы тізбек 
[image: image120.wmf]*

U

 жиынына жинақталады. 

Дәлелі: 
[image: image121.wmf]{

}

U

u

k

Ì

 кез келген минимумдаушы тізбек, яғни сандық тізбектің шегі 
[image: image122.wmf]*

)

(

lim

J

u

J

k

k

=

¥

®

. Мұндай минимумдаушы тізбек әрқашанда бар болатынын байқаймыз. 
[image: image123.wmf]*

u

 - минимумдаушы тізбектің кез келген шекті нүктесі дейік. Демек, 
[image: image124.wmf]*

lim

u

u

m

k

k

=

¥

®

 болатын 
[image: image125.wmf]{

}

U

u

m

k

Ì

 тізбекшесі табылады. U  жиыны компакт, сондықтан  минимумдаушы тізбектің барлық шекті нүктелері U  жиынында жатады.

Төменгі мән және 
[image: image126.wmf](

)

u

J

   функциясының төменнен  жартылай үзіліссіздігі анықтамасынан келесі теңсіздіктер шығады:

        
[image: image127.wmf](

)

(

)

(

)

.

lim

lim

*

*

*

J

u

J

u

J

u

J

J

k

k

k

m

m

=

=

£

£

¥

®

¥

®

                          (2)


[image: image128.wmf](

)

{

}

k

u

J

 тізбегі 
[image: image129.wmf]*

J

 шамасына жинақталатындықтан, оның кез келген тізбекшесі де 
[image: image130.wmf]*

J

 шамасына жинақталады. Соңғы (2) теңсіздігінен алатынымыз: 
[image: image131.wmf](

)

*

*

u

J

J

=

 Демек., 
[image: image132.wmf]Æ

¹

U

 және  
[image: image133.wmf](

)

-¥

>

=

*

*

u

J

J

. Осы тұжырым минимумдаушы тізбектің кез келген шекті   нүктесі   үшін   әділ болғандықтан   U   -   дағы кез келген минимумдаушы тізбек 
[image: image134.wmf]*

U

 жиынына жинақталады. 
[image: image135.wmf]U

U

Ì

*

 жиыны компакт екендігін көрсетейік.


[image: image136.wmf]{

}

k

w

 - 
[image: image137.wmf]*

U

 жиынынан алынған кез келген тізбек дейік. 
[image: image138.wmf]U

U

Ì

*

 тиістілігінен шығатыны: 
[image: image139.wmf]{

}

U

w

k

Ì

. Ендеше, 
[image: image140.wmf]U

жиыны компакт болғандықтан 
[image: image141.wmf]{

}

U

w

k

Î

 нүктесіне жинақталатын 
[image: image142.wmf]{

}

m

k

w

 тізбекшесі табылады. 
[image: image143.wmf]{

}

U

w

k

Ì

 болғандықтан 
[image: image144.wmf](

)

,...

2

,

1

.,

=

=

k

J

w

J

k


Демек, 
[image: image145.wmf]{

}

U

w

k

Ì

 минимумдаушы тізбек. Онда жоғарыдағы дәлелдеуден көретініміз: 
[image: image146.wmf]*

*

U

w

Î

 шекті нүкте. Сонымен, 
[image: image147.wmf]*

U

 жиынының тұйықтығы дәлелденді. 
[image: image148.wmf]*

U

 жиынының шектелгендігі 
[image: image149.wmf]U

U

Ì

*

 тиістілігінен шығады. 
[image: image150.wmf]*

U

 жиыныны компакт екендігі дәлелденді. Теорема дәлелденді.

Қолданбалы есептердің көбінде 
[image: image151.wmf]U

 жиыны шектелмеген. Мұндай жағдайларда келесі теоремалардың көмегі тиеді.

2 теорема.   
[image: image152.wmf](

)

u

J

   функциясы  бос  емес  тұйық   
[image: image153.wmf]n

E

U

Ì

 жиынында анықталған, ақырлы және төменнен жартылай үзіліссіз болсын. Қандай да  бір берілген 
[image: image154.wmf]U

v

Î

 нүктесі үшін Лебег жиыны 
[image: image155.wmf]{

}

)

(

)

(

,

)

(

v

J

u

J

U

u

E

u

v

M

n

£

Î

Î

=

 шектелген дейік. Ендеше,  
[image: image156.wmf]-¥

>

*

J

,  
[image: image157.wmf]*

U

 жиыны бос емес, компакт және кез келген минимумдаушы тізбек 
[image: image158.wmf]{

}

(

)

v

M

u

k

Ì

  
[image: image159.wmf]*

U

 жиынына  жинақталады. 

Дәлелі. Лемманың барлық шарты орындалғандықтан,  
[image: image160.wmf](

)

v

M

 жиыны тұйық 
[image: image161.wmf](

)

v

M

 жиынының шектелгендігінен және тұйықтығынан оның компакттығы шығады. 
[image: image162.wmf](

)

(

)

v

M

v

M

U

1

È

=

 мұндағы 
[image: image163.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

v

J

u

J

U

u

E

u

v

M

n

£

Î

Î

=

,

 әрі 
[image: image164.wmf](

)

u

J

 функциясы 
[image: image165.wmf](

)

v

M

 жиынында төменгі мәніне жетпейді.  Бұдан соң  
[image: image166.wmf]U

 жиынын 
[image: image167.wmf](

)

v

M

1

 компакт жиынына алмастырып,  1 теореманың дәлелденуі қайталанады. Теорема дәлелденді.

 3 теорема.

 
[image: image168.wmf](

)

u

J

 функциясы бос емес 
[image: image169.wmf]n

E

U

Ì

 тұйық жиынында анықталған, ақырлы және төменнен жартылай үзіліссіз болсын. Кез келген 
[image: image170.wmf]{

}

U

v

k

k

Ì

¥

®

n

,

 тізбек үшін 
[image: image171.wmf]¥

®

k

 кезінде 
[image: image172.wmf]¥

=

¥

®

)

(

lim

k

k

u

J

 теңдігі орындалсын дейік. Онда 
[image: image173.wmf]-¥

>

*

J

,  
[image: image174.wmf]*

U

 жиыны бос емес, компакт және кез келген минимумдаушы тізбек 
[image: image175.wmf]{

}

U

u

k

Ì

  
[image: image176.wmf]*

U

 жиынына жинақталады. 

Дәлелі. 
[image: image177.wmf]¥

=

¥

®

)

(

lim

k

k

u

J

 болғандықтан 
[image: image178.wmf](

)

*

J

v

J

>

. теңсіздігі орындалатын 
[image: image179.wmf]U

v

Î

 нүктесі табылады. Лебег жиынын енгізейік: 
[image: image180.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

v

J

u

J

U

u

E

u

v

M

n

£

Î

Î

=

,

 Лемма негізінде 
[image: image181.wmf](

)

v

M

 - тұйық жиын. 
[image: image182.wmf](

)

v

M

 жиынының шектелгендігін көрсету қиын емес. Шынында да, егер 
[image: image183.wmf](

)

v

M

 шектелмеген болса, онда 
[image: image184.wmf]¥

®

k

 кезінде 
[image: image185.wmf]{

}

(

)

v

M

w

w

k

k

Ì

¥

®

,

 тізбегі табылады. Теореманың шарты бойынша мұндай тізбек үшін  
[image: image186.wmf]¥

®

k

 кезінде . 
[image: image187.wmf](

)

¥

®

w

J

 . Бұл мүмкін емес, себебі 
[image: image188.wmf](

)

(

)

¥

<

£

v

J

w

J

k

. Сонымен 
[image: image189.wmf](

)

v

M

 жиыны шектелген және тұйық. Демек ол - компакт  жиын. Бұдан әрі 
[image: image190.wmf](

)

v

M

 жиыны үшін 1 теореманың дәлелдеуін қайталаймыз. Теорема дәлелденді.

_1118063084.unknown

_1122376908.unknown

_1122377606.unknown

_1122378162.unknown

_1122378892.unknown

_1122379937.unknown

_1122380133.unknown

_1122380265.unknown

_1123141952.unknown

_1123142224.unknown

_1128881067.unknown

_1123142456.unknown

_1123141976.unknown

_1123071778.unknown

_1122380158.unknown

_1122380237.unknown

_1122380145.unknown

_1122380018.unknown

_1122380103.unknown

_1122380116.unknown

_1122380053.unknown

_1122379974.unknown

_1122379989.unknown

_1122379960.unknown

_1122379596.unknown

_1122379838.unknown

_1122379867.unknown

_1122379906.unknown

_1122379855.unknown

_1122379642.unknown

_1122379808.unknown

_1122379635.unknown

_1122379045.unknown

_1122379078.unknown

_1122379582.unknown

_1122379058.unknown

_1122378967.unknown

_1122379030.unknown

_1122378911.unknown

_1122378277.unknown

_1122378827.unknown

_1122378859.unknown

_1122378879.unknown

_1122378601.unknown

_1122378721.unknown

_1122378813.unknown

_1122378292.unknown

_1122378585.unknown

_1122378266.unknown

_1122377870.unknown

_1122378137.unknown

_1122377831.unknown

_1122377859.unknown

_1122377673.unknown

_1122377167.unknown

_1122377411.unknown

_1122377590.unknown

_1122377575.unknown

_1122377184.unknown

_1122376977.unknown

_1122377150.unknown

_1122376921.unknown

_1122375377.unknown

_1122376531.unknown

_1122376677.unknown

_1122376693.unknown

_1122376645.unknown

_1122376661.unknown

_1122376634.unknown

_1122376485.unknown

_1122376515.unknown

_1122375387.unknown

_1122376458.unknown

_1118151623.unknown

_1122375235.unknown

_1122375341.unknown

_1122375358.unknown

_1122375308.unknown

_1122375251.unknown

_1122375192.unknown

_1122375216.unknown

_1122375228.unknown

_1122375171.unknown

_1118064353.unknown

_1118064445.unknown

_1118064485.unknown

_1118064496.unknown

_1118064466.unknown

_1118064474.unknown

_1118064427.unknown

_1118064436.unknown

_1118064410.unknown

_1118064283.unknown

_1118064311.unknown

_1118064328.unknown

_1118064292.unknown

_1118063168.unknown

_1118064260.unknown

_1118063125.unknown

_1117127763.unknown

_1117554928.unknown

_1117555471.unknown

_1117556031.unknown

_1117556653.unknown

_1117557315.unknown

_1117557356.unknown

_1117557770.unknown

_1117556889.unknown

_1117556116.unknown

_1117555587.unknown

_1117555971.unknown

_1117555878.unknown

_1117555770.unknown

_1117555508.unknown

_1117555153.unknown

_1117555423.unknown

_1117555034.unknown

_1117554942.unknown

_1117128638.unknown

_1117554505.unknown

_1117554688.unknown

_1117554021.unknown

_1117128708.unknown

_1117128479.unknown

_1117128509.unknown

_1117128211.unknown

_1117126409.unknown

_1117127441.unknown

_1117127601.unknown

_1117126774.unknown

_1117127338.unknown

_1117127360.unknown

_1117126850.unknown

_1117126720.unknown

_1117125836.unknown

_1117126155.unknown

_1117126315.unknown

_1117126061.unknown

_1117123459.unknown

_1117125570.unknown

_1117125600.unknown

_1117124850.unknown

_1117123022.unknown

_1117123175.unknown

